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ORGANITZACIO I TEMARI

Objectius generals

En els molt diversos camps de la ciencia, la tecnologia, la medicina, I’economia, les ciéncies socials, etc,
es descriuen tot sovint fenomens reals mitjancant models matematics. Buscar i aplicar les eines més
adients per trobar solucions a problemes basats en aquests models constitueix 1’objectiu principal de
la matematica aplicada. Dissortadament, no sempre es pot recorrer als metodes analitics classics per
diverses raons: no s’adeqiien al model concret, llur aplicacié resulta excessivament enrevessada, la solucié
formal resultant és tan complexa que fa impossible qualsevol interpretacié posterior, etc. En tals casos
sén tils les teécniques numeriques que, mitjangant una labor de calcul més o menys intensa, arriben a
solucions aproximades.

L’objectiu de l'assignatura Meétodes Numérics I és introduir aquestes teécniques numeriques, i rep-
resenta aixi un primer curs de Calcul Numeric. Esta dirigit no només a estudiants de la llicenciatura
de Matematiques, siné també a estudiants d’altres carreres tecniques, cientifiques, o socials que vul-
guin coneixer, de manera tan practica com sigui possible, eines basiques que els permetin de fer front a
qiiestions numeriques amb comoditat i rigor.

Temari

Tema 1: Errors

Conceptes generals. Estimacié i fitacié d’errors. Propagacié dels errors. Errors de truncament.

Tema 2: Interpolacié de funcions

Concepte d’interpolacié. Interpolacié polinomica, error d’interpolacié. Metodes de calcul del polinomi
interpolador. Interpolacions de Taylor i d’Hermite.

Tema 3: Aplicacions de la interpolacié de funcions

Formules de derivacié i integracid interpolatoria i errors. Metode de Richardson d’extrapolacié repetida.
Metodes interpolatoris iteratius d’aproximacié de solucions d’equacions no lineals.

Tema 4: Sistemes lineals

Conceptes basics. Resolucié de sistemes triangulars. Metodes gaussians. Metodes d’ortogonalitzacio,
matrius de Householder. Calcul de determinants i inverses de matrius. Analisi de ’error. Sistemes lineals
sobredeterminats.

Tema 5: Valors i vectors propis

Conceptes basics. Deflacié de matrius. Metodes de la potéencia. Métodes de Jacobi. Metodes de reduccio:
Givens, Householder. Metodes LR, QR.

Avaluacid

En 'avaluacié dels alumnes tindra especial relevancia la feina desenvolupada en les classes practiques, on
hauran d’implementar diversos algorismes corresponents a diferents parts del temari. Al final del curs hi
haura un examen, amb una part teorica i una practica, aquesta consistent en la resolucié d’exercicis, on
caldra utilitzar algunes de les rutines implementades en les classes practiques.
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TEMA 1

ERRORS

1 El nombres segiients provenen d’'un computador que usa aritmeética de coma flotant de 4 digits:
A=04523x10* B=02115x10"° C=0.2583 x 10".

Realitzeu les operacions segiients indicant-ne I’error absolut i el relatiu:
i) A+ B+C, ii) A/C, iii)) A—B, iv) A—B—-C, v) Ax B/C, vi) B/C x A.

2 Calculeu f(z) = 1 — cosx amb aritmetica de coma flotant de 6 digits, per a |z| < 1073, Es fiable
el resultat? Feu el mateix amb la representacié de f(z)

sin? x

f(x)

T Ttcosz
Trobeu una representacié alternativa de f(x) per a |z| petit.

3 Se sap que la série Y7 | L+ és divergent. No obstant aixo si la “intentem sumar” en un ordinador us-
ant precisié simple (per qilestions de temps) déna un valor concret. Trobeu aquest valor i expliqueu
aquest fenomen.

4 Useu aritmetica de 3 digits amb tall per tal de calcular la suma 2221 %2 primer en 'ordre natural
% + i +...+ 1(1)—0 i després a l'inrevés ﬁ + 8% +...+ % Decidiu quin és el metode més exacte de
tots dos.

5*En un ordinador IBM, cada cella de memoria esta formada per 32 posicions binaries (bits). Sabem
que tot nombre p s’emmagatzema en punt flotant hexadecimal (en base 16) de la forma segiient:
un cop escrit p en la forma +p’ x 16" =64 amb p” > 0, ﬁ < p’ < 1, s’emmagatzemen en els 32
bits i successivament: el signe (0 si + , 1 si —) (1 bit), ’exponent modificat p” en base 2 (7 bits) i
les primeres xifres no enteres de la mantissa p’ en base 2 (24 bits, en precisié simple, i 56 bits, en
precisié doble). Notem que un nombre emmagatzemat en precisié doble ocupa 2 celles de memoria.

a) Indiqueu com s’emmagatzemen en precisié simple 1.0, 1.1 i —17.0.

b) Expresseu, en forma decimal, els nombres positius més gran i més petit que poden ser emma-
gatzemats.

¢) Calculeu lerror relatiu maxim, en notacié decimal, amb qué pot ser emmagatzemat un nombre
qualsevol en precisié simple i doble.

6 Demostreu que en l'operaci6 /z lerror relatiu és aproximadament la meitat de Perror relatiu de les
dades. Direm que 'operacié de fer v/ és una operacié segura respecte a Uerror relatiu. Feu patent
la “inseguretat” de l'operaci6 f(z) = == pera = ~ 1.

7 Amb quina exactitud s’ha de mesurar el radi d’una esfera i amb quants decimals s’ha de donar el
nimero 7 perque el seu volum es conegui amb un error relatiu menor que el 0.01%? Considereu
ambdos efectes per separat.

8*a) Determineu l'error maxim per a y = z123, per a

21 =20%£01, 2o =3.0x£02.

i) Exactament, operant amb intervals.
ii) Emprant les férmules (aproximades) de 'error maximal en les operacions aritmeétiques.

iii) Calculant primerament lerror relatiu, usant que Uerror relatiu és aproximadament 1’error absolut
del logaritme.

b) Calculeu lerror estandard amb les mateixes dades d’a), suposant que les fites per als errors de
1, Ty s6n, de fet, desviacions estandard.
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9* Donat el sistema d’equacions lineals

3 + ay = 10
5 + by = 20 [’

ona=2100+5x10"%1ib=23.300£5 x 10~%; amb quina exactitud pot ser determinat x + y?

10 Hem de calcular z™ per a n natural. Suposem que x estd emmagatzemat amb un error relatiu
menor que €, que les multiplicacions es fan amb error relatiu menor que € i que les funcions In i exp
donen errors relatius fitats per 4e i 6¢, respectivament. Compareu 'acumulacié dels errors en els
dos algorismes segiients per al seu calcul:

n

i) " = exp[nln(z)] ;

ii) a partir de la representaci6é de n en base 2 (que suposem coneguda),

n=ap -aao (ay#0), es caleula " = g2 +-Fa12+a0 o partir del segiient algorisme:

Es calculen les potencies z? (j =1+ k) i es multipliquen aquelles que es corresponen amb els uns
de la representacié en base 2. Per exemple,

221 es calcula fent & — 22 — 2t — a8 — 216 — 220 = 16 44, 421 — 420 5

11* Treballant amb 5 xifres decimals, calculeu

V/2.15283 — /2.15263 (k = 2,3,4) .

a) Directament.

b) Usant férmules equivalents, millors des del punt de vista numeric. (Indicacié: Feu la divisi6 de
polinomis (a* — b*)/(a — b)).

¢) Compareu els resultats i comenteu-los.

12* Trobeu una expressié de la fita aproximada de I’error absolut en avaluar la funcié

f(z) =1/3+1In’(z) .

Hom suposa que els errors relatius en la representacié de nombres, operacions aritmetiques, arrels
quadrades i logaritmes sén, en valor absolut, menors que €, 2¢, 3¢ i e, respectivament; a més, hom
comet un error relatiu menor, en valor absolut, que 4¢ a I’hora de mesurar x.

13 Es vol calcular f,(z), on f,(z) =n! {ef”— (1+x+§+---+%)},perax:1,n:0,1,2,...

a) Demostreu que se satisfa la segiient llei de recurréncia
fnJrl(x) = (n + 1)fn(x) - xn—i-l :

b) Calculeu f,(1), n = 1+ 10 amb aritmética de coma flotant amb 5 digits significatius. Es fiable
el resultat? Que es pot fer per a calcular f5(1)7

14* Usant un metode recurrent, calculeu el valor de les integrals

1
I :/ oI sin(mz) dx (5 = 2,4,...,20) .
0

Estudieu l'estabilitat del metode trobat.



TEMA 2

INTERPOLACIO

15* Donada la segiient taula de la funcié f(z) = e®:

z | 00 0.2 0.4 0.6
f(z) [1.0000 1.2214 1.4918 1.8221

a) Trobeu valors aproximats de /e per interpolacié lineal i ciibica, emprant els metodes de Lagrange
i de Newton.

b) Doneu fites respectives dels errors deguts a la interpolacié. Compareu les dites fites amb ’error
exacte, sabent que /e = 1.395612425. ..

16 Doneu l’expressié del polinomi interpolador de Lagrange en cas d’utilitzar abscisses equidistants:
T = xo + kh.

17 Definim S,, = 12 + 22 + ... + n?. Proveu, utilitzant la férmula d’interpolacié de Newton, que S,, és
un polinomi, i calculeu-lo.

18 L’equacié 2® — 152 +4 = 0 té una arrel proxima a 0.3. Obteniu aquesta arrel amb 3 xifres decimals
usant interpolacié inversa.

19 Si ens proposem calcular A = (1.001)*9%° mitjancant ’aplicacié d’interpolacié de Taylor a la funcié
y(z) = (1 4+ 2)190, quants termes caldrien? (Considereu Iny(z) i utilitzeu que exp(0.999500) =
2.71692 és correcte fins a 6 digits per tal de calcular A amb la mateixa precisio.)

20*a) Doneu de forma explicita els polinomis de Taylor en el punt = 0 a les funcions segiients:
i) coshz = (e” +e77)/2, sinhw = (e* —e*)/2; i) (1+2)* (a=2,1, -1, 1 —1).
b) Trobeu expressions per als errors i fites d’aquestes.
¢) Estudieu la convergencia dels desenvolupaments de Taylor.
d) Calculeu les funcions donades en x = 0.001 amb un error menor que 10~2°.

21* Trobeu, com a minim, els cinc primers termes no nuls dels desenvolupaments de Taylor en zg = 0
de les funcions segiients:

a) 3 e”sina?, x4(1+x2)%, tan(3z), sin®z;
sinx cosz—1 sinz—z—2%/6 1+z\*
b) , ; - ; In ;
x x2 x® l-—2z
) x® z(cosz —1) (1+z)F —(1—x)3
c ) . .
sin®z’ sinz —sin®z’ (14+2)3 4+ (1 —2)3

d) eSine  eVeosT, In(cos x).

22 (Interpolacié d’Hermite) a) Demostreu que el polinomi pa,,+1, de grau menor o igual que 2m + 1,
complint:
Pomir(xr) = fu Do (zi) = fr (k=0+m),
existeix sempre i és Unic.

b) Demostreu que

Pomt1(x) = D fibi(a) + ) fi¥(x)
=0 =0

amb
D(x) = (1= 20(x) (2 — )7 (x) i Ui(x) = (z — 2) 7 (2),

2}
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23

24*

25

26

essent [;(z) el polinomi de Lagrange associat al punt x; (i = 0+ m).

¢) Demostreu també:

D> @) =1,
i=0
Z@l(x)xf —i—jZ\Ili(x)xfl =2l (j=1+2m+1),
i=0 1=0
Z ®; ()22 4 (2m + 2) Z W, (x)x2mtt
i=0 1=0
— x2m+2 _ (.’L‘ _ xO)Q . (.’L‘ _ xm)Q
d) Trobeu el polinomi interpolador d’Hermite ps(z) a f(z) = €® en els punts g = —1, z; = 01

x9 = 1, emprant les férmules d’a) i diferéncies dividides generalitzades. Fiteu lerror |f(x) — ps(x)]
a linterval [—1,1].

Calculeu el polinomi interpolador d’Hermite per la funcié g(z) de la qual sabem que ¢(0) = 0,
9'(0)=1,9(1) =3, g'(1) = 6.

Calculeu tan 22.5° fent servir interpolacié d’Hermite en 0° i 45°. Fiteu ’error comes i compareu la
fita trobada amb ’error exacte.

a) Siguin xy = xo + kh, k =0, ..., m, punts equidistants donats. Determineu un spline cibic B;(x)
que compleixi:

i) B;(x) és un polinomi de grau 3 en cada subinterval [z — k,x — k + 1],
" _J 0, sij<i—loj>i+1

i) Bilwe) = { 1, sij=i ’
iii) Bi(z) = B!(z) =0per ax =m;_2, Ti1a.

a) Demostreu que B;(z) = 0 quan |z — x;| > 2h i B;(z) > 0 quan |z — x;| < 2h (i.e., el suport de

Bi éS [xi_27f177:+2]).

b) Les funcions B;(x) s’anomenen B-splines. Veieu que tot spline ciibic amb nodes sobre la xarxa
m—+1

{zi}, k = 0,...,m té una tnica representaci6 de la forma s(z) = > a;B;(x). (i.e., els B-splines
i=—1

s6n una base dels splines ctbics).

Suposeu que a = 19 < 11 < --- < ¥, = b i f € C*[a,b]. Notem f; = f(x;), i = 0+ n i considereu
I’spline que compleix

a) Demostreu que es té

b b b

[ @@= [ = [ (@ -5 @) i
(Indicacié: agafeu la segona part de la igualtat, desfeu el quadrat i apliqueu parts.)
b) Deduiu que per a tota u € C%[a, b] que interpoli (és a dir que u(z;) = f;) i a més u'(a) = f'(a) i
u'(b) = f/(b) es té

b b
o (2)]? dox > s"(2)]*dx, amb la igualtat per a s = u.
[ : g p

Aquesta és la propietat de minima energia dels splines amb derivada fixada als extrems.



TEMA 3

APLICACIONS DE LA INTERPOLACIO DE FUNCIONS

Derivacié numeérica

27 a) Calculeu els coeficients de la férmula de quadratura interpolatoria

1
!A ;Lf@g¢p:zAfm)+£UX%%+Cf@)

substituint f pel seu polinomi interpolador en els punts 0, 3, 1.

590
b) Trobeu una fita de l'error quan f € C3([0, 1]).
1
¢) Aplicacié: Calculeu / 2?dz usant la férmula de l'apartat a). Serveix en aquest cas la fita

trobada a l’apartat b)?

28 a) Determineu la férmula de derivacié numeérica
9'(0) = w_19(=1) + wog(0) + wig(1)

de manera que sigui exacta per a tots els polinomis de grau menor o igual que 2.
b) Es exacta també per als polinomis de grau menor o igual que 3?

c¢) Usant els apartats anteriors, deduiu una férmula de derivacié de la forma
fe)~a_1f(c—h)+aof(c)+aif(c+h)
de manera que sigui exacta per a tots els polinomis de grau menor o igual que 3.

29 Calculeu f”’(10), on f(z) = (2® + 1)%/2, amb un error relatiu d'un 1 %. (Indicacié: f(z) =
23/2(1 4 273)1/2, desenvolupeu en poténcies negatives de z i deriveu).

30 a) Escriviu de manera explicita una férmula de derivacié per al calcul de f'(a), deduida per derivacié
del polinomi d’interpolacié en les abscisses a, a + h, a + 2h, a + 3h i a + 4h.
b) Doneu una expressié exacta per a l'error, si f € C°([a, a + 4h)).

¢) Trobeu una expressié asimptotica per a Uerror, quan f és suficientment diferenciable.
31* Disposem de les dades segiients d’una funcié f:

T 0.4 0.5
f(z) | 1.554284 1.561136
f(z) | 0.243031 —0.089618

a) Trobeu I’abscissa del maxim de f a [0.4,0.5], aproximant-la pel maxim del polinomi interpolador
d’Hermite p3(z) a la taula donada de f.

b) Suposant que f € C*([zo,x1]), trobeu la segiient expressié per a la derivada e} de Ierror en la
interpolacié d’Hermite en dos punts zg < x1:

@ (n(x
_ W(x —xzo)(x —x1)(x = &),

on £ € (zg, 1) i n(x) €< 29,21, T >.

¢) Fiteu error en labscissa del maxim degut a la interpolacid, sabent que | f(4) (z) |< 103 i
| f® () |> 1 Vz € (0.4,0.5).
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Integracié numerica
32 Determineu els pesos i les abscisses de la formula d’integracio
1
/ g(t)dt = wog(to) +wig(tr)
-1
per tal que sigui exacta per a tots els polinomis del grau més alt possible.

33 Considerem una funcié f suficientment diferenciable.

a) Doneu de forma explicita les formules d’integracio numeérica de Taylor

b n
/ fla)de =39 (e)
a j=0

trobades per integracié numerica del polinomi d’interpolacié de Taylor de grau més petit o igual
que n a f en una abscissa ¢ de l'interval [a, b].

b) Expliciteu la dita férmula quan ¢ = a i quan ¢ = b.

¢) Doneu una expressié per a lerror en tots els casos.

Leosz —1
72dx
0 x

per desenvolupament de Taylor de l'integrant amb un error menor que 10710,

34 Trobeu la integral

35 Calculeu amb 5 xifres decimals correctes

/ (z3 + x)_%dx .
1

0

36 Sigui f(z) = e~ cosz. Sabent que |fW ()] <25, Vo € R, calculeu [ cos ze=*" dx amb error
més petit que 1076.

37 Sigui f(z) = sin2?.
a) Calculeu la serie de Taylor de f(z) al voltant de 0.
b) Useu a) per calcular fol f amb error menor que 10~°.
¢) Useu a) per trobar una fita de ‘f(4) ()| a I'interval [0,1].

d) Useu ¢) per calcular de nou fol f amb error més petit que 1076,

38*El periode d’un pendol simple de longitud [, deixat lliure des d’un angle inicial o amb la direccié
vertical en un lloc de la terra on 'acceleraci6 de la gravetat val g, és

1 (2 d
NI ——
9Jo /1—-KZ2sin?¢p 2
a) Trobeu el desenvolupament de Taylor de T' com a funcié de K.
b) Descobriu-hi la férmula aproximada T' ~ 277\/% , valida per a petites oscillacions.

¢) Quin error es comet usant la férmula de b) quan o = 5°7

)
39 a) Deduiu la regla dels rectangles :

To 3 _
/ f<x)dx:2hf(x1)+%f”(g), P ek N

2

b) Feu servir la regla composta de Simpson amb pas h = 1/3 per a calcular la integral

1 2
/ e * dx
—1



Matematica Aplicada I APLICACIONS DE LA INTERPOLACIO DE FUNCIONS 7

(Considerarem aquest valor com el resultat exacte).

c¢) Calculeu aquesta integral mitjancant la regla composta dels rectangles amb un error < 1073 i
<1074

d) Usant el mateix nombre d’intervals, aproximeu la integral per la formula de trapezis composta.
Determineu una fita de ’error comés. Es millor rectangles o trapezis? Perque?

e) Fiteu l'error en lavaluacié de la regla composta dels rectangles si els valors de la funcié integrand
es coneixen amb un error < 10710 i les operacions es fan sense error. Quin sera el pas a emprar a fi
que la fita dels errors de truncament de la formula sigui aproximadament igual a la fita dels errors
provinents de ’avalucié de la funci6?

Extrapolacio

40 a) Demostreu que el semi-perimetre del poligon regular de n costats (n > 3) inscrit a la circum-
ferencia unitat és P, = nsin(Z).

b) Vn > 3, aproximem w per P,; demostreu que lerror és de la forma

per a constants Asg (k> 1) adequades i independents de n.

c¢) Calculeu Ps, P, i Pg;en acabat, feu dues etapes d’extrapolacié per a obtenir 7 amb més precisié
(treballeu amb 3 decimals).

41 Considerem les taules de valors de les funcions segiients:

T flx) x g9(z)

0.8 | 1.28062485 0.8 | 0.59719544
0.9 | 1.34536241 0.9 | 0.72428717
1.0 | 1.41421356 1.0 | 0.84147098
1.1 | 1.48660688 1.1 | 0.93561600
1.2 | 1.56204994 1.2 |1 0.99145835

Calculeu f/(1), f”(1), ¢’(1) i ¢’ (1), utilitzant extrapolacid.
42 Feu el problema anterior utilitzant una taula de diferencies. Fiteu ’error i compareu resultats.

43 a) Calculeu aproximacions de la derivada de la funcié f(z) = Inz en x = 2 emprant les férmules

fla) = S(fla+h) - (@),
1

@) = S(flath) = fla=h).

amb passos h = 0.1,0.01,0.001, 0.0001, 0.00001.

b) Usant l'expressié asimptotica de lerror de truncament de les férmules de derivacié numerica
d’a), deduiu-ne expressions millors, quan el pas h tendeix a 0.

¢) Apliqueu les férmules trobades per extrapolacié a b) al calcul de la derivada proposada en a) i
comenteu els resultats.

44* Considerem la féormula de derivacié per al calcul de derivades segones de f en xg

@ o1 o 14y

a) Expresseu aquesta férmula en funcié dels valors de la taula de f, {(xx = zo + kh, fr =
f (@) br=—2+2.

b) Demostreu que aquesta férmula es troba per extrapolacié de la férmula

f = —62f0
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i trobeu I'error de truncament d’aquella, si f € C%([xg — 2h, zo + 2h]).

¢) Si f s’avalua amb un error fitat per ¢, quin seria el valor del pas h* que hem d’emprar a fi que
sigui minima la suma de les fites d’error degudes a la discretitzacié i a I’avaluacié de la férmula?

d) Aplicacié: Trobeu la derivada segona de la funcié f(z) = sin(l + z) en £y = 0 amb els passos
h =1073,10"2,10"1,1 i compareu amb el pas h*, suposant que la funcié es calcula amb 6 xifres
decimals correctes.

45 Demostreu que en extrapolar trapezis amb passos h i h/2 s’obté la férmula de Simpson amb pas
h/2. Demostreu que si extrapolem Simpson amb passos h i h/2, el que s’obté encara és una férmula
de Newton-Cotes. Quina?

46 Expliqueu la rapida convergencia del metode dels trapezis en calcular la integral fol e*(1=2)% g

47 Calculeu ffooo e~ cosx dz amb 6 xifres significatives.

48 Calculeu f00.1 arctanz dx amb error < $107°.

a) Desenvolupant arctanx en serie de poténcies al voltant de origen; justifiqueu que la integral i
la série corresponent commuten.

b) Usant la regla dels trapezis.
¢) Usant la regla de Simpson.
d) Usant trapezis amb h, h/2 i extrapolant. Trieu h per garantir que Uerror dels trapezis amb pas
h sigui menor que 1072, Quantes xifres milloren amb l’extrapolacié?

49 Calculeu ff’ e”sinz dr amb una precisié de 1074,
a) Utilitzant la férmula del trapezi combinada amb Uextrapolacié de Richardson.
b) En quants subintervals hem de dividir l'interval [1, 3] per tal de garantir la precisié requerida en
el metode de Simpson?

50 Considerem la férmula d’integracié numerica segiient: fol f(z) dx =~ wo f(0)+ w1 f(0)+ws2f(1), amb
0 € (0,1).

a) Imposant que la férmula sigui exacta per als polinomis 1, x, 22, calculeu w;; i = 0,1, 2 en funcié
de 6.

b) Sabent que aquesta férmula de quadratura prové d’integrar el polinomi interpolador de f(z) en
les abscisses 0, 6 i 1, i suposant que |f(3)(:c)| < M a linterval (0,1) doneu una expressié que fiti
Perror E en funcié de 6. (Indicacié: demostreu que

1 0 1
/0 |:c(x79)(x71)|dx:/o |z(z — 0)(x —1)| d:cf/e |x(z — 0)(x — 1)| dx )

¢) No disposant de cap altra cota millor per a les derivades, busqueu el 8 optim per tal de minimitzar
la fita de Ierror. Quant val la fita en aquest cas?

d) Quina és la férmula d’integracié que obtenim per al valor de 6 de I'apartat anterior? (Demostreu
que integra exactament polinomis de grau 3, i digueu quina férmula alternativa de ’error coneixem
per a aquesta quadratura.)

Equacions no lineals
51 Counsiderem la iteracié simple zg = 0, zi+1 = g(z) amb
€ — 2% — 23
)= —v—
g(x) 3
amb e suficientment petit.
a) Digueu si és convergent o no i, en cas afirmatiu, cap a quin limit.

b) Aplicacié: Feu els calculs per a € = 0.1 i trobeu, en aquest cas, 'ordre de convergeéncia i la
constant asimptotica de I’error.
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52

33

o4

%)

56

o7

a8

- 23 + bx
Slgm f(f,E) = m

convergencia ctibica cap a v/a, a € RT. A partir d’aixd calculeu +/10 amb 10 xifres decimals.

Calculeu les constants b, ¢, d de manera que el metode d’iteracié tingui

Donada l'equacié f(z) =2z —Ilnx — 4 volem trobar les seves arrels reals.

a) Digueu quantes arrels té i justifiqueu-ho.

b) Utilitzeu el teorema de Bolzano per a determinar intervals que separin les arrels.
¢) Apliqueu Newton, fins obtenir 6 decimals correctes per trobar ’arrel més gran.

d) Expresseu l'equaci6 de la forma = = f(x) ibusqueu un interval que asseguri la convergencia de
la iteracié per a buscar ’arrel més petita.

e) Idem de d) per a buscar I’arrel més gran.

f) Representeu graficament els esquemes iteratius obtinguts en els dos apartats anteriors.
El meétode de la corda fa servir la iteraci6
Tk+1 = Tk — mf(xk) (k Z O)

per al calcul de zeros d’una funcié f donada.

a) Per a quins valors de m és localment convergent cap a un zero simple a de f? Qué passa si « és
un zero multiple de f7

b) Trobeu l'ordre de convergencia en tots els casos.

¢) Indiqueu quins problemes practics hi ha quan es volen assolir els ordres més elevats.

a) Demostreu que el metode de Newton aplicat a la funcié f(z) = L — a permet calcular 1 sense
fer divisions.

b) Quina relacié exacta existeix entre exy1 = Tpr1 — % iep, =xp — % (k> 0)?

¢) Sia=041iey=—0.2, per a quins valors de k tindrem |e;|< 107207

d) Doneu, en funcié d’a, els valors de zg que fan que el metode sigui convergent.

o= £ (£

per tal que la iteraci6é xx4+1 = f(xx) convergeixi cibicament cap a una solucié de F'(z) = 0.

Trobeu h(x) de l'equacié

a) Modifiqueu el metode de Txebixev
flan)  F® () f2 ()

TR TER T ) T 28 ()

per tal que tingui ordre almenys 3 quan 1'usem per trobar zeros de multiplicitat coneguda m.

b) Aplicacié: Calculeu, amb un error menor que 1071%, el zero de f(x) = (zlnz — 1)? que es troba
prop de xp = 1.8 i comproveu numericament l'ordre de convergencia.

Considerem el segiient metode per a trobar extrems o (maxims o minims) de funcions f de classe
C*: un cop trobades les aproximacions zj i £j_1, cerquem la nova aproximacié ZTp+1 com el zero
de la derivada del polinomi interpolador ps(z) de grau mes petit o igual que 2 complint

p2(xk) = flar), poyar) = f(xr),  p2(er—1) = flap—1).

a) Trobeu una expressié explicita de x4+ en funcié de xy, xp—1, f(xk), f(xx) 1 f(zr—1).

b) Deduiu la segiient férmula per a error d’aproximacié de la derivada de la funcié per la derivada
del polinomi

1) i) = 0D o 2oy + D 0 o — ) 4 (0 i)
emprant que (7 (€(2))) = 117" (n(x).

c¢) Expresseu lerror ey = 241 — « en funcié dels errors ey, i eg_1, considereu només el terme
dominant del segon membre de la dita expressié per tal de deduir 'ordre i el coeficient asimptotic
del dit metode, suposant que f”’(«) # 0.
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59 Es vol calcular les arrels reals de 2% + 2 — 1000 mitjancant iteracié simple.
a) Demostreu que només té una arrel.
b) Formeu esquemes iteratius que no convergeixin cap a la solucid.

¢) Formeu-ne de tal manera que convergeixin. Quin sera el més rapid? Determineu per a aquest,
un interval on es compleixin les hipotesis del teorema de punt fix. Determineu el minim nombre
d’iteracions per assegurar (teoricament) 6 xifres decimals exactes. Trobeu la solucié.

d) Accelereu per Aitken la successi6 anterior.

60 Trobeu una solucié propera a z = .8, y = .4 per al sistema

x — 2 — > 0
y—x2+y? =0



TEMA 4

SISTEMES LINEALS

61 Donada la matriu

1
1
3

N DN DN
_— O =N
—= O N

4
a) Triangularitzeu-la usant amb pivotatge parcial i parcial esglaonat, especificant P, L, U.
b) Comproveu PA = LU.
¢) Calculeu det A a partir de b).

[\

d) Calculeu A~! (tenint en compte la matriu de permutacié P).
62 a) Proveu que si una matriu A és tridiagonal i expressem A = LU amb

aq C1 1 (5] C1
by ax e B2 1 Qg  C2

bn—l Gp—-1 Cn-1 ﬁn—l 1 Qp—1 Cp-—1
by Qp Bn 1 Qp

llavors oy, 3; es poden determinar a partir de

by
Q1 = ay, ﬁk:a ) ak:ak_ﬁkckfh k:2737"'7n‘
k—1

b) Proveu que, amb aquesta descomposicid, la solucié6 de Az = b es pot calcular a partir de la
substitucié recursiva:

y = bl; yi:bi_ﬂiyi—la i:2737"'5n
o
g, = I g, YT GTHL 421
Qp Q;

¢) Apliqueu a), b) al sistema Az = b on

1 -1 0
1 2 -1 1

A= 1 2 -1 | b=14
1 2 0

(Notem que A és diagonalment dominant i per tant P = Id).

63*a) Si A = (a;;) és una matriu definida positiva, demostreu que:
i)ay; >0 =1=+n);
ii) max; ; |a;; |= max; a;;
iii) les submatrius A% = (az(-f))iyj:k+n (k = 2 +n), trobades en aplicar el metode de Gauss,
sén definides positives i, per tant, que es pot portar a terme el procés sense haver de recorrer als
pivotatges;
iv) agfﬂ) < al(-f) (it=k+1+n, k=1+n-1).

b) Aplicacié: Demostreu que la matriu

13 11 11
11 13 11
11 11 13

és definida positiva, trobeu-ne la factoritzacié de Txolesqui i el seu determinant.

11
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64 a) Expliciteu el meétode LU per resoldre sistemes tridiagonals, pentadiagonals i heptadiagonals.
b) Compteu el nombre d’operacions requerides en cada cas.

¢) Repetiu els apartats anteriors, suposant que la matriu del sistema és real i simetrica.

65* Considerem la matriu n x n

—Q
—Q =
—

a) Demostreu que la matriu A és definida positiva per a a > 2.

b) Si a > 2, trobeu un metode recurrent per fer la factoritzacié de Txolesqui de la matriu A,
A=LLT amb
oy

B2

Qa2

Bs

as

ﬂn—l

Qp—1

P

(e77

¢) Silelement a;; d’A té un error absolut ¢ i els altres elements s6n exactes, doneu una estimacié
de Derror relatiu de «, en fer la factoritzacid, suposant § prou petit.

66 a) Doneu un metode directe de resolucié de sistemes de la forma segiient, dits sistemes quasi-
tridiagonals:

al C1 e Z1

by az co zZ2

bs a3 «c3 z3
bn—l Gpn—-1 Cpn—-1 | 2n-—1

d b, an Zn

b) Si la matriu fos a més simetrica, com s’hauria de variar el metode a fi de minimitzar la memoria
emprada i el nombre d’operacions?

¢) Aplicacié: Resoleu el sistema

4 -1 0 0 1)1
-1 4 -1 0 012
0 —1 4 -1 013
0 0 -1 4 —-1\4
1 0 0 -1 415

67 Sigui A una matriu regular donada. Per tal de resoldre el sistema lineal A%2x = b, és millor calcular
A? i resoldre el sistema, o bé, resoldre els dos sistemes Ay = b, Ar = y, sempre usant la factoritzacié
LU?
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68 Sigui A una matriu regular n X n que considerem partida en quatre blocs

P Q
=(n§)

amb P 1S matrius p X p i s X s, respectivament (p + s = n).

Suposant que P i S — RP~'(Q tenen inversa:

a) Doneu un metode per trobar la inversa d’A.

b) En general, quantes operacions calen per trobar A~! usant aquest metode?
¢) Quan sera 1til el metode esmentat?

d) Expliciteu un procediment per invertir una matriu A, emprant n — 1 vegades el procediment
anterior.

e) Sota quines condicions funcionara el procediment de Papartat d)?
f) Demostreu que segur que funciona si A és definida positiva.
g) Aplicacié: Trobeu

-1

1

0 , .

1 , usant apartat a) i
-1

0
1
0
0

-1

[anll ol V]

10
2 1 , usant Papartat d) .
1 2

69 Volem calcular la inversa d’una matriu bidiagonal (inferior)

ai
by as
bs a3

b, an

a) Doneu un metode per al calcul de cadascuna de les seves columnes.

)
b) Calculeu el nombre d’operacions necessaries per tal d’invertir-la, en el cas més general.
¢) Trobeu la inversa quan a; = a (i=1-+n), b; =b (i =2 +n).

d) Si les multiplicacions i les divisions es fan en precisié doble, fiteu lerror relatiu en ’element
(A71),1, degut només a les dites operacions.

70* Demostreu que les normes matricials subordinades a les normes vectorials

Izl = il s llzlloo = max|ai|

i
sén respectivament:
Al = mjaXZ lai| 5 [[Alleo = mgxz |ag;| -
i J

71 a) Demostreu que la norma de matrius (no multiplicativa)
2,1
1Az = Q_ lail*)?

4,3

no esta subordinada a cap norma vectorial.

(Indicacié: Considereu la norma de la matriu identitat).
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b) Demostreu que la norma subordinada a la norma euclidiana

loll2 = (3 Joil*)?

és )

(p(A7A))= .
(Indicacié: Useu el fet que, si N és hermitiana, existeix una matriu U unitaria tal que U*NU és
diagonal).

¢) Demostreu les relacions segiients:
i) [ A% All2 = [|A]]3 = [|A*]3;
ii) |U*AU||2 = ||AU||2 = |[UA]||2, si U és unitaria;
i) [All2 < [|Alle < VallAll: i Zzl[Alle < [|All2 < [ Alls;
iv)
*Ax
lAlls = max VAT
2570 [[]|2]y 2
72*a) Partint de (A + JA)(z + dz) = b+ Jb, demostreu que, si
A=Y lsAll < 1,

llavors

1ozl nu(A) <H56|+_H5AH>

- 0A
ol = 1= ) L Il A

sempre que la norma matricial emprada sigui consistent amb la norma vectorial.
b) Trobeu una matriu 3 x 3 A tal que compleixi oo (A4) > 109, malgrat que || A/ < 1076.

¢) Resoleu els sistemes corresponents Az = b amb

1 0.9
Do=bM=|( 1], i) b=0®=[ 11
1 1
d) Comenteu els resultats trobats a l’apartat c).
73 a) Resoleu
1.0 05 033 1 1.0
0.5 0.33 0.25 Ta =1 0.0
0.33 0.25 0.20 T3 0.0

b) z = (9,—-36,30)" és la solucié exacta del sistema Az = b on ara

1 1/2 1/3
A= 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5
Compareu les dades i els resultats de a). Calculeu Hﬂiﬁﬁm per justificar la resposta.

74 Per a una matriu n x n A, definim

)
=0 I
S A2r+1
inA = -1 ——
sin Z( ) 2r 1)’
r=0
> A2r

cosA = Z(—l)r(%)!.
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a) Trobeu expressions per a les fites de les restes d’aquestes seéries matricials en una norma donada.

0.1 0.1
A‘(o.m 0.1 > ’

,sin A i cos A amb un error menor que 1075 en la norma || |-

b) Aplicacié: Donada

calculeu e

75 Considerem ’equacié diferencial de segon ordre lineal
a(z)v” +b(z)v' + c(x)v =d(z) , z€(0,1)

amb les condicions de contorn

V(0)=a, o(l)=4,
i volem calcular la solucié v(z) a la xarxa equiespaiada x; = ¢th , ¢ = 0,1,..., N. Denotem
vi =v(x;) , a; =alx;) , by=0blx;) , ¢ =clx;) , di =d(z;) , Vi,1aproximem les derivades
mitjancant les expressions seglients:

/ _v(h) —v(0)

v = 2O

’ _ v(z; +h) —v(xi —h) .

v'(z) = o : i=1,...,N—1,
oy = LRz @) Fol@mh) oy

B2
a) Comproveu que aquesta discretitzacié ens porta a resoldre el segiient sistema lineal tridiagonal
de N +1 equacions, amb N + 1 incognites

—vg+v1 = ah
TiVi—1 —&—plvi—i—qiviﬂ = _thi 5 7::17...,N—1
rNUN-1+pNoNy = —hPdy —qn B

b) Apliqueu l'apartat a) al cas particular:
" =d(z), z€(0,1), V(0)=qa, v(l)=4,
i comproveu que la matriu del sistema lineal és diagonalment dominant.
76* Trobeu la millor aproximacié per minims quadrats als punts

(—5: 1. (0,0), (5.5). (=D

T 1
272
i que sigui del tipus

t1(0) =a+rsin(d + «) ,
amb a, r reals i a € [0, 27].

77* Ajusteu per minims quadrats la taula de dades:

z|025 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
y 040 050 0.90 128 1.60 1.66 2.02

a funcions dels tipus seglients:

a) y = ag + a1z,
b) y = ap + a17 + azx?,
c) y = ap+ a1x + asx?® + azx® + aga?,

d) y = az™.

78 Sabem que els pesos atomics de l'oxigen i del nitrogen sén aproximadament O = 16 i N = 14;
utilitzeu els pesos moleculars dels sis 0xids de nitrogen donats a continuacié per tal d’ajustar-los
per minims quadrats

Compost ‘ NO N>O NOy; N3Oz NyOs N3Oy
Pes molecular‘30.006 44.013 46.006 76.012 108.010 92.011
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79 Hom suposa que el cometa Tentax, descobert 'any 1968, és un objecte del Sistema Solar. En un
cert sistema de coordenades polars (r, ), centrat en el Sol, s’han mesurat experimentalment les
seglients posicions del cometa:
r ‘ 2.70 2.00 1.61 1.20 1.02
©|48° 67° 83° 108° 126°
Les lleis de Kepler garanteixen que el cometa es moura en una orbita elliptica, parabolica o
hiperbolica (si es menyspreen les pertorbacions dels planetes), que, en les dites coordenades po-
lars, tindra per equacio
p
r=-—.
1+ecosp
on p és un parametre i e 'excentricitat. Ajusteu per minims quadrats els valors de p i e, a partir
de les mesures fetes.
80 Per a resoldre el problema lineal de valors a la frontera
(b (@) +a@p(@) = f@@) 0<a<1
v(0)=wv(l) = 0
n
s’utilitza el métode de Galerkin que consisteix en buscar v(z) com a combinacié lineal ) c;p;(x)
j=1
on ¢;(0) = ¢;(1) = 0 i llavors imposar que 'error residual
!/
n n
r(@) = [ p(@) Y e@i(@) | +al@) Y cip;(z) — flx)
j=0 j=1
sigui ortogonal a totes les ¢, i.e. fol r(z)pj(z)de = 0, Vj. Aquesta condicié déna un sistema
d’equacions lineal. Resoleu per aquest metode el problema
y'—y = 2*, 0<z<l1
y(0)=y(1) = 0
utilitzant, per a j =1, 2, 3: i) ¢; =sinjrz, ii) p; = 27(1 — ).
81 Obteniu una férmula del tipus P(x) = AeM?® a partir de les dades segiients:
zi |1 2 3 4
P |7 11 17 27 7
82 El nivell de 'aigua en el Mar del Nord esta determinat per la marea anomenada Ms, que té un

periode aproximat de dotze hores; suposarem aixi que el dit nivell segueix una llei del tipus:

. 2wt 2t
H(t) = ho—&—alsmﬁ —&—agcosﬁ

(Paltura es mesura en metres i el temps en hores).

Experimentalment, s’han obtingut les segiients dades:

t o 2 4 6 8 10
H(t)|10 1.6 14 06 02 038

Ajusteu els coeficients de la funcié H(t) a la taula, per minims quadrats.
Que passaria si volguéssiu fer servir la férmula equivalent

27 (t — to)

H(t) = hg + Asin o

directament?



TEMA 5

VALORS I VECTORS PROPIS

83*Sigui B una matriu de Frobenius; aixo és, una matriu de la forma

b by b3 bp_1 by
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B=| 0 0 1 0 0
0 0 0 -+ - 1 0

a) Trobeu el polinomi caracteristic de B.

b) Si A és un valor propi de B, trobeu un vector propi associat a .

- 1 . . . .
c) Sigui A = 4, = (agj)) una matriu n X n qualsevol. Considereu les successives transformacions

de semblanga
A =M YN AM, (I=1+n-1),

essent
1
1
Mk: mkl “ e “ e mkk .« .. ... mkn y
1
1
amb (i)
n—k
My _ 1
mr; = a(n_k) (] 7é k) , Mik = a(n_k) )
k+1,k k+1,k

suposant que a,(!j__lk,z #0 (k=n—-1=+1).

Demostreu que A(™ és una matriu de Frobenius. Se ’anomena forma normal de Frobenius d’A. La
combinacié dels apartats a), b) i ¢) ofereix un metode de calcul de valors i vectors propis anomenat
meétode de Danilevski.

d) Apliqueu aquest metode de reduccié a la forma normal de Frobenius a fi de trobar els valors i
vectors propis de la matriu

39 —-16 —56
A= 87 —-36 —126
-2 1 3
84*Sigui B, una matriu de la forma
b1 bg b3 bn—l bn
a 0 O 0 0
0 a O 0 0
0 0 a 0 0 )
0 0 0 a 0

amb b; = £ (j=1+n).

1 M~
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a) Considerem el cas en qué a i K sén reals no negatius. Responeu a les preguntes segiients:
i) si n és parell, poden ser tots els valors propis de B,, reals positius?

ii) poden ser negatives totes les parts reals dels valors propis?

b) Trobeu 'equacié caracteristica i els valors propis de B, per aa =21 K = —2.

¢) Considerem un metode iteratiu general del tipus 25D = B, 2() 4 ¢ per a ¢ qualsevol. Estudieu
la seva convergencia per a |a| < 11 |K| < 1.

85 Apliqueu el metode de la poténcia (amb quocient de components) a la matriu ( 7(1) (1) ) amb

20 = (1, 1)T. Per que divergeix?

86* Trobeu tots els valors propis de la matriu

— ==
— =N
— W = =
= = =

emprant els metodes de la potencia i de la poteéncia inversa.

87 La matriu segiient

14 7 6 9
7T 9 4 6
A= 6 4 9 7
9 6 7 15

té un valor propi prop de 4. Trobeu-lo amb 6 xifres decimals correctes.

88 Suposem que A és una matriu 3 X 3 amb valors propis A1 i Ag, tals que |[A\1| > |A2| i A1 és de
multiplicitat 2. Suposem que A té només dos vectors propis normalitzats linealment independents
v i 03 associats a A1 i A2, respectivament. Es pot demostrar que existeix un vector no nul v tal
que (A — X\ 1)v = v (aquest v s’anomena vector propi generalitzat).

a) Demostreu que v, v i v?) s6n linealment independents.
b) Expresseu A¥v com a combinacié lineal dels vectors linealment independents d’a) (k > 0).

¢) Sigui w un vector qualsevol tal que w' v # 01 w ' v(M) # 0. Trobeu

y wT kD)

Koo wTz®
on (z("))g>o és la successié obtinguda en aplicar el métode de la poténcia a la matriu A, partint
d’un vector inicial (9 = av + a1v® + azv®, amb a # 0.

d) Sigui ey, Ierror comes en aproximar el lfmit anterior pel terme k-& de la successié w ' z®) (k > 0).
Trobeu

lim ZE+L
k—oo €f
89 Sigui
2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

a) Apliqueu el metode de la poténcia per calcular el valor propi dominant i el seu vector propi
associat (preneu z(® = (1, 1, 1)T).

b) Calculeu el valor propi de modul minim.

¢) Apliqueu el metode de Jacobi classic per trobar tots els valors propis i vectors propis de A.
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90* Reduiu la matriu

A:

— = N =
T
— =

4

—=

a forma tridiagonal simetrica pel metode de Householder i trobeu després els seus valors i vectors
propis.

91 Sigui A una matriu tridiagonal i B la matriu tridiagonal que s’obté a partir d’A, canviant tan sols
el signe dels elements de la diagonal. Demostreu que A és un valor propi de B si i només si —\ és
un valor propi d’A.

92 Determineu els valors i vectors propis de la matriu

O = N W
— N W
N Wk O
Wk O O

passant pel calcul recurrent del polinomi caracteristic.

93*a) Resoleu el seglient problema de valors propis en equacions diferencials lineals: trobar els valors
de X per als quals existeixen funcions y(x) no idénticament nulles tals que compleixen ’equacié

diferencial
y' (@) + Ay(z) =0 Voe(0,1),
i les condicions de frontera y(0) = y(1) = 0.
Discretitzem el problema imposant la validesa de I’equacié només en els m + 1 punts equidistants

x = kh (k= 0+m), h = 1 iaproximant després la derivada segona emprant diferéncies centrades;

m’

en resulta un problema de valors propis en dimensi6 finita en les aproximacions yi de y en xy:

1
(Y1 —2Uk +yp—1) + Ay =0 (k=1+m—1), yn=0.

yOZOa ﬁ

b) Resoleu exactament el problema de valors propis resultant.

¢) Compareu les solucions del problema discretitzat amb les solucions exactes.



