Capitol 2

Matrius 1 sistemes lineals

Tema 2 de l'assignatura Metodes Numerics de I’Enginyeria Quimica de la
UPC.

(©Dret de copia propietat de Jaume Amoréds Torrent. Es permet usar i
difondre aquest texte amb finalitats no comercials, sempre que es citin ’autor
i Iorigen, per exemple mantenint-hi aquest avis. Per a qualsevol altre s heu
de demanar autoritzacié a 'autor a

http://www.mal.upc.edu/~amoros

2.1 La descomposicié LU

El metode habitual per resoldre sistemes lineals a algebra és 1'eliminacio
gaussiana, que consisteix a esglaonar mitjancant transformacions elementals
per files.

Exemple 2.1.
10 —13 10 -1 3 10 -1/ 3
2 1 12| ~(01 3|—-4|~]|0 1 3|4
-1 2 210 02 1|3 00 5|11
t f
2¢f.-2- 191, 3%f.-2. 201
3¢ f. 4+ 1%f.

i ara aillem incognites cap endarrera.

Definicié 2.2. Anomenem multiplicador m;; al multiple de la fila ¢ que
restem a la fila j.
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14 CAPITOL 2. MATRIUS I SISTEMES LINEALS

Definicié 2.3. La matriu L ("lower’) és la matriu triangular inferior que té
1’s a la diagonal i els multiplicadors m;; a sota:

1 0
L=
myj 1

Definicié 2.4. La matriu U ("upper’) és la matriu que queda després de
triangular A sense permutar files.

Lema 2.5 (Descomposicié LU). Si rang A és mazim i no hem permutat
files, A= LU.

En 'exemple anterior, A = LU és (comproveu els m;;):

1 0 -1 1 0 0\ /1 0 —1
2 1 1 |=12 1001 3
-1 2 2 -1 2 1)\0 0 5

A vegades, no podem evitar permutar files:

Definicié 2.6. Una matriu de permutacio n X n és una matriu P tal que les
seves columnes sén les de Id pero permutades.

Proposicié 2.7. Algunes propietats de les matrius de permutacio son:
- det P =41 = P és invertible;
- P7! és la matriu de la permutacid inversa de les columnes de Id;

- st A ésn xn, PA ésla matriu que té les files de A permutades segons
la permutacio de les columnes de P.

Exemple 2.8. Si P és 'intercanvi de la 1¢ i la 2% columnes,
0 1
v - (1)
01 3 2 -1 4
P-A = <1 0)(—1 4)‘(3 2)
I obtenim la mateixa matriu A amb la 1¢ i la 2% files intercanviades.

Anomenem pivotatge per files a I'intercanvi de files per resoldre un siste-
ma / triangular una matriu.
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Proposicié 2.9 (Descomposicié LU amb pivotatge per files). Portem

A a una matriu triangular superior U per eliminacio gaussiana amb pivotatge
per files. Si

P = matriu de la permutacio total feta en les files,

L = matriu triangular inferior amb 1’s a la diagonal, 1 els multiplicadors
m;; amb les permutacions en files fetes,
aleshores PA = LU.

Ezxemple 2.10.

1 1 3 1 1 3 1 1 3
A -1 -1 1]~10 0 4 |~]0 =3 =2(=U
2 -1 4 0 -3 -2 0 0 4
1 00 1 00 1 00
L 01 0]~|-110|~[2 1O0f=L
0 01 2 01 -1 0 1
1 00 1 00 1 00
P 01 0]~101O0(~]0O0T1|=P
0 01 0 01 010

El pivotatge és aconsellable no només quan apareixen zeros a la diagonal.

Exemple 2.11. Resolem el sistema segiient treballant només amb 4 digits.
Sense pivotatge,

0,007 43 | 86,07 0,007 43 0
3,15 —16| —0,5 0 —19340| —38730
t
2% f.-450- 1* 1.
La solucié aproximada és:
y = ?S;ig = 2,003 (4 digits amb arrodoniment)
86,07 — 43 -7
7 = oY g9
v 0,007 84,29

Amb pivotatge, comencem intercanviant files:

3,15 —16| —0,5 3,15 —16| —0,5
0,007 43 | 86,07 0  43,04| 86,07
t
20 £,-2.222.1073. 1 1.
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I la solucid és:

—05+16-7

10
3,15

S
|
|

que és la solucié exactal

El problema ha vingut de I'arrodoniment en les operacions. Els ordinadors
moderns treballen amb 16 digits per nombre. . . pero resolen sistemes 1000 x
1000!! Per controlar aquest error,

Estrategia de pivotatge per files En calcular la descomposicié LU, per
posar 0 sota la diagonal en la columna i—esima, permutarem files per a
posar a la diagonal el coeficient aj; amb |aj;| maxim, sense perdre la part
triangulada (per j > 4):

*
0
: * (077
0 Qit1,i
0 0 ap
}

posarem el maxim (en|.|) a la diagonal

Exemple 2.12.

1 1 3 2 -1 4 2 -1 4 2 -1 4

-1 21|~ -1 -2 1]~]0 =25 3 |~]10 =25 3
2 -1 4 1 1 3 0 1,5 1 0 0 2,8
L 2 t¢ |.| maxim L 2.5 t¢ |.| maxim

En MATLAB i OCTAVE, si A és una matriu quadrada n x n, 'ordre
[L,U,P]=1u(A)

retorna L, U, P de la descomposiciéo LU, amb pivotatge per files. Comproveu-
ho amb aquest matriu A.
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Aplicacions de la descomposicié LU

- Resoldre sistemes lineals: si fem les transformacions també en el terme
independent

(AJb) ~ -~ (U]V)
nomeés cal resoldre (U|b') substituint endarrera.
- Matriu inversa: si PA = LU, aleshores A= P"'LUi A~ =U'L7'P.

Com que U, L s6n triangulars, invertir-les pel metode de Gauss-Jacobi
és rapid.

- Determinant:

det L-detU  wyy -+,

PA=LU = det A= _
e det P (—1)s

Usem quedet L = liquedet U = uyy-. . . Upy,. A més, det P = (—1)%, on
s és el nombre d’intercanvis de dues files (det Id = 1, i cada intercanvi
canvia el signe).

Les instruccions de MATLAB i OCTAVE
- x=A\b (resoldre sistema lineal),
- inv(4) (calcul d’inversa),
- det(A) (determinant)

usen la descomposicié LU amb un pivotatge sofisticat. Per que? Perque el
metode és el més rapid.

Nombre d’operacions

Comptem les operacions per descomposar LU una matriu n x n A :
* *

0

0

Per tal de tenir 0’s a la primera columna fem n—1 divisions, (n—1)? productes
i (n—1)? sumes ((n — 1) files x (n — 1) (suma + producte)).

Fem la suma d’operacions per posar 0’s sota la diagonal en cada columna:
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Columna | =+ + .
1® n-1|(n—1)%[(n—1)?
2¢ n-2 | (n—2)% | (n—2)>
(n-1)-esima | 1 12 12

En total,
14244 (n—1) =MD 4 O(n?)
+ 2424 (n—1)2 =" 1 O(n?)
o: 24224 . 4+ (n—12="1+0(n?

Ens hem saltat les permutacions, pero representen intercanviar un maxim de
O(n?) nombres.

Aixi,
- Descomposiciéo LU de A n x n :
2. (suma + producte) +O(n?) altres operacions;

3
- Calcular det A via descomposicié LU:
%3- (suma + producte) +0(n?) altres operacions;

- Calcular A~! via descomposicié LU:

3. (suma + producte) + O(n?) altres operacions.

Conseqiiéncies

- Si en MATLAB el nostre PC resol un sistema 1000 x 1000 en 30s, per
resoldre un sistema 3000 x 3000 tardara &10s.

- Si hem de resoldre més de 3 sistemes (A[b) amb la mateixa matriu A,
val la pena calcular A='ifer z = A= -b.

2.2 Error en la resolucio de sistemes lineals

Recordem 'exemple del primer dia:

1 1] 2
AN
1 1,0112,01

A b

< B
SN—
I
/N
— =
SN—

En canvi,
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Problema: A partir de fites per I’error absolut o relatiu en b, i en A, obtenir
fites per 'error absolut o relatiu en x.
Per a tal fi cal discutir:

- Tampany dels vectors;

- Com els estiren / encongeixen les matrius.

Normes de vectors

Six=(x1, - ,x,) € R" la norma sub-p (p € (0,+00]) és

3=

|2llp = (Jea” + - -+ [aa]")7.
Alguns casos interessants son:

- Norma euclidiana (sub-2):

||l’|| = ||$||2 = \/x%+x%+...+x%

- Norma sub-1:
z|[y = [z1] + -+ + 20

- Norma sub-infinit (o del madzim):

el = Jimn [fz]l, = max Jo

Exercici 1. Pintar les boles unitat de R? en les tres normes sub-1,2,00.

a
v

Solucié: El primer dibuix és la bola unitat en norma || - |1, el segon en norma
|| - [|2, 1 el tercer en norma || - ||so-

Ezemple 2.13. Siv = [3,—1,4,—1, —6],

o]y = 15,

o]l = V32 + 1 + 16 + 1 + 36 ~ 7,9373,

[v][ec = 6.
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Proposicié 2.14. Algunes propietats de les normes son:
- N[Azllp = Al [lzllp, A € R,
- Nzlloo < lzll2 < ||z||1 (la norma decreiz quan p creix),

Hi””l = 0(0) (el quocient entre les 2 normes esta fitat per constants
P2

C = C(p17p27 n))}

-z +yllp < lzllp + [lyllp (desigualtat triangular).

En MATLAB i OCTAVE,
Hme =norm(x,p) (OCTAVE: p = 1,2, 00 només),
||z||cc =norm(x,inf),

l|z]| = ||z||s =norm(x).

Normes matricials

Les normes matricials es defineixen a partir de les dels vectors. Recordem:
A(dx) =\ Ax

per \ escalar. Aixi, si volem saber com A estira / encongeix els vectors z €
R™, n’hi ha prou amb estudiar els vectors x de longitud 1.

Definicié 2.15. Si A és una matriu i p € (0, +o0] definim la norma sub-p
de A com
1All, = sup [|Az]],.

z||p=1

Lema 2.16. La definicio anterior equival a

|A[l, = sup
T e Nl

Demostracio. S'usa la linealitat: A(Ax) = A\Az. O
La interpretacié de la norma és:

Corol-lari 2.17.
[Az|], < [[A]l, - ||z,

€s a dir, la norma de A és 'estirament maxim que la matriu A li pot fer a
un vector, mesurant amb norma sub-p.
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Amb les mateixes idees hom comprova:

Proposicié 2.18.
|AB]l, < [[Allp - [IBl,

Es poden calcular aquestes normes?
Teorema 2.19. Sigui A = (a;;) una matriu n x n. Aleshores,

1) ||All1 = maxj_1-p(|arj|+- - - +]ani|) (el mazim de les sumes dels valors
absoluts d’una columna),

00) ||A||lso = max;—op(|ai|+- - -+ |awm|) (el mazim de les sumes dels valors
absoluts d’una fila),

2) ||Al] = ||Al]2 = /max |A|, X VAP de A" - A, real o complez.

Demostracio. Només la fem en el cas de la norma euclidiana. Recordem que
si treballem amb vectors columna, aleshores < u,v >= u’ - v.

=

||A||2 = (max < Az, Ax >) = (max < $,AtA:E >)%

[|||=1 l|l|=1

Com que A'A és simetrica, diagonalitza amb base de VEP’s ortonormal
UL, ..oy Uy AlX, & = qug + -+ - + auuy, 1

<z, A'Ar >= a2\ + ...+ a2\, < max |\ - (o +... +a?)
AN VAP —_r
1

El maxim s’assoleix per v = u; amb VAP |)\;| maxim O

En MATLAB i OCTAVE la norma es calcula com la dels vectors (norm).

Exemple 2.20. Considerem la matriu

1 1 3
A= -1 -1 1
2 -1 4

Tenim:
[|Al|l1 = norm(A, 1) = 8 (la suma maxima és la de la 3% columna),

|| Al| = norm(A,inf) =7 (la suma maxima és la de la 3° fila).
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6 0 10
AtA=| 0 3 =2
10 -2 26

I els VAP’s (calculats amb eig) sén A ~ 1,45, 3,28, 30,27.
Per tant, ||A||s = norm(A,2) = norm(A) = /30,27 ~ 5,50.

De la demostracié del teorema es pot deduir una propietat final:

Proposicié 2.21. §i A és una matriu n X n,

> = '
||A|| > | max || = radi espectral de A (denotat per p(A))

Errors
Definicié 2.22. Si 7 € R" aproxima a x € R,
- Derror absolut és Ax =7 — x;

- Uerror absolut en norma sub-p és ||T — z||, = ||Ax]],;

|Az]p

- Derror relativ en norma sub-p és Tl -
p

Aixi, per exemple, per l'error absolut Ax =7 — x :

error absolut en norma sub-2: el tamany del vector error Ax;

error absolut en norma sub-1:

|| Az|| _ Ty — 21|+ ...+ [T — 2y,

)
n n

que és l'error promig en les components;

- error absolut en norma sub-infinit: ||Az||, = max;—i., |T; — z;|, que
és I'error maxim que podem tenir en una component.

Interpretacio estadistica L’error en norma euclidiana és el més natural
geometricament, pero si x € R™ és una serie de n mesures d’una magnitud,
||Az||; i ||Az||o mesuren respectivament Uerror promig de la mostra i I'error
maxim de la mostra.

Repetim el

Problema Com es propaguen els errors absolut i relatiu del terme inde-
pendent b i la matriu A a la solucié d’un sistema Ax = b7
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Cas d’interes especial Sovint la matriu A es calcula a partir de la geome-
tria del problema, amb gran precisié, i la font d’error és el terme independent
b que es mesura experimentalment.

Distingim aixi 4 casos:

error nombés en b | error en A,b

error absolut
error relatiu

En canvi, la discusi6é de 'error no varia entre les diferents normes.

Convencid 2.23. A la resta de la seccié denotarem per ||.|| una norma |||,
amb p € (0, 00| qualsevol, pero fixat.

Cas: error només en b

Suposem que coneixem A exactament, el terme independent correcte és b €
R™, pero tenim (mesurat...) b=b+ éﬁ

error

La solucié exacta és x = A~'b, i la solucié que podem calcular és x = A~1b.

Error absolut
A =T —x= Ail(b + Ab) — A7b = A7TAD
Quina mida té? [|Az|| < [JA7Y] - ||AD]].

Qui és ||A71|? En general, com que Id = A- A~ i ||AB|| < ||A]| - ||B|l,
tenim

1
1A =
1Al
Una altra desigualtat (vegeu pagina és
1
A7 = 7
A

on A és el VAP de A de modul minim.

FExemple 2.24. Considerem la matriu

1 1
A:<1 1,01>

Els VAP’s de A sén A = 0,005,2,005; per tant, ||A~Y], > ﬁ = 200 per

05
qualsevol p.
1 101 —100
AT = ( —100 100
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Aixi, [|[A7|; = 201, ||A7Y | = 201, ||A7Y]2 = 200,50.
En conseqiiencia, la mida de I’error en passar de b a x es pot multiplicar per

200.

Error relatiu De nou, b = b+ Ab. L’error relatiu en el terme independent

és gp = %. Volem fitar per sobre 'error relatiu en la solucio:
_ [|Az]]
Ep =
1ed|

Com? Cal fitar per sobre el numerador:
Ar=AT"-Ab = [[Az]| < [JATY] - [|AD]]

i fitar per sota el denominador:

10|
b=A-z = |[bl| <[[A]l-[[z]] = [l][ = Al
Ajuntem les fites:
| Az|| _ [JATH] - [|AD]| 1y [|Ab]]
= < = 1Al - IAT] - =
1] L 101

[1A]|
Tenim aixi:
Definicié 2.25. El nombre de condicié d’'una matriu A és
cond (A) = |[A]] - [J[A]]

N’hi ha un per cada norma ||.|| = ||.||,, pero tots sén del mateix ordre de
magnitud.

Proposicié 2.26 (Férmula de ’error relatiu). Si coneizem A exacta-
ment,

|| Ax]]

|||

Ab
< cond(A) - [1Ab]
[10]]
Aixt, el nombre de condicio és el factor mazxim pel qual es multiplica ’error

relatiu en passar del terme independent b a la solucid T.

Exemple 2.27. Tornem a ’exemple inicial:

11
A:<1 1,01)
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[|A|] = 2,01 (norma 1,00), ||A™!|] ~ 201(norma 1,00).

Per tant, cond (A) = 402 (en norma 1,00; en norma 2, també cond (A) ~

400).

Aixi, si coneixem b amb error relatiu del 0,5%, en calcular T = A~'b tindrem
error relatiu de fins al 200%, és a dir, ||Azx|| ~ 2||z||.
—

r—x

Com calcular nombres de condicié?

Amb MATLAB i OCTAVE,

- cond(A,1);

- cond(A,inf);

- cond(A)=cond(A,2).

Proposicié 2.28. Estimacions aprorimades:

0N Amaz = VAP de A amb modul maxim,
Amin = VAP de A amb modul minim.

L’estimacio és exacta per A diagonal i per A simétrica. I és una aproximacio
bona per A n x n, amb n petit.

Cas: error en el terme independent b i en la matriu A

S’ha d’operar com en els casos anterior. Per la deduccié de la formula,
consulteu la bibliografia (per exemple, Aubanell-Benseny-Delshams).

Quadre-resum: propagacié d’errors

error nombés en b

error en A, b

error absolut

Al < [[A7T]] - [|Ab]]

[Az[] < [JAZH] - [JAb]| + [[A[* - [[Bl] - [IAA]]

error relatiu

g, < cond (A) - &

g, < cond (A) - (e +€4)

on ||.|| : qualsevol norma sub-p (p fixat)

Ax =T — x : error absolut en x,
Ab=b—b: error absolut en b,

AA = A— A: error absolut en A,
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ex = ||Az||/||z|| : error relatiu en z,
ey, = ||Ab]|/||b]| : error relatiu en b,
ea = ||AA]/||A]l : error relatiu en A;

(valides mentre ||ATLAA||, [|AA]||, ||Ab|],e4,8, < 1).
Definici6 2.29. Un sistema Ax = b és:
- ben condicionat si cond (A) és petit,

- mal condicionat si cond (A) és gran.

2.3 Matrius ortogonals i descomposicié QR

En les seccions [2.3]1[2.4] entendrem que norma és la norma euclidiana.

Definicié 2.30. Una base ortonormal (B.O.) d’un espai vectorial és una base
Ui, ..., u, els vectors de la qual:

(i) son ortogonals 2 a 2: < u;,u; >=0sii # j;
(ii) tenen norma 1: < u;,u; >=1peri=1,2,...,n.

Ezemple 2.31. Una base ortonormal és la base canonica de R".
Com obtenir bases ortonormals amb MATLAB i OCTAVE:

B=null(A) ~~ les columnes de B sén B.O. de ker A
B=orth(A) ~ les columnes de B sén B.O. de Im A

Proposicié 2.32 (Propietat clau). Siuy,...,u, sinuna B.O., v = aqu;+
coo g, w = Biuy + ...+ Buu, aleshores

<v,w>=a1 1+ ...+ a0,
Aixi, utilitzant B.O. funcionen les férmules de 1r curs per:
- longitud,
- distancia,
- angle,
- area, volum
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Definicié 2.33. Una matriu n x n @) és ortogonal si les seves columnes sén
B.O. de R™ (@ és la matriu de canvi de base C*, de uy, ..., u, B.O. ala base
canonica).

Teorema 2.34. Son equivalents:
(0) @ ortogonal;
(1) < Qz,Qy >=<z,y >, siz,y € R
(2) |Qx|| = ||z||, si # € R™ (les longituds no canvien);
(3) Q1 = Q! (sén facils d’invertir);
(4) Q' ortogonal.

Proposicié 2.35. 5@ QQ és ortogonal, compleix també
(5) N VAP de Q = |\ =1;
(6) det @ = +1;
(7) 11QIl =1, cond(Q) = 1;
(8) Q1,Q2 ortogonals = (Q1Q2 ortogonal.

(pero entre les (5)-(8) només la propietat cond = 1 és exclusiva de les matrius
ortogonals)

Matrius ortogonals 2 x 2

~(a b in [ @*+ ab+ed) (10
@ = (c d) ortogonal QQ—<ab+cd b?+d2>—(o 1) =
(@, )| =1
& ledf=1

e (@0

S fe

\\/’
. Cas 2

Hi ha 2 casos:
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cosa  — si c
-Casl: Q= ( o5 ma > (rotacio)
sina cos
Qv
o v
- Cas 2: Q= ( cosa s ) (reflexid)
sina —cosa
\
QV
o/2

Reflexions Tota () matriu ortogonal n x n amb n > 2 és producte de re-
flexions. Vegem com actua la reflexié determinada per la recta | = [u] (I'eiz
o direccié de reflexid):

on IT = [u]* : hiperpla de reflexié (té dimensié n — 1);
m(v) : projeccié ortogonal de v en II;

Qv : imatge especular de v respecte de II.

Com es calcula la reflexio Qv de v en la direcci6 de u?
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<u,v > o
w = ————u (projeccié ortogonal de v en u)
<u,u >
Tv) = v—w

<u,v >

Qv = v—2w=v—2
< u,u >

u (féormula de la reflexid)

Que podem fer amb matrius ortogonals?

Teorema 2.36 (Descomposicié QR). Sigui A una matriu nxn invertible.
Existeizen Q) ortogonal © R triangular superior tals que A = QR.

Demostracio. Una possible idea per a la demostracio és fer servir el metode
de Householder: en comptes de triangular A amb transformacions per files

com en el metode LU, cal triangular A aplicant-li reflexions. ]

Proposicié 2.37 (Aplicacions de la descomposicié QR). Algunes apli-
cacions importants son:

(1) Resolucid de sistemes lineals:
Ar =b~ QRx =b~ Rr = Q'
1 Uultim sistema és facil de resoldre perque R és triangular.

(2) Determinant: det A =det@-det R = (£1) - 711 - rpp, ja que

N——
+1
11
R=
0 Ton

i el signe de det Q es troba per la descomposicio de Householder.
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Descomposicié QR vs descomposicié LU
- Que guanyem usant QR? Si A = QR,

cond (Q) =1
@Q ortogonal = { cond A = cond R

El sistema Az = b es converteix en Rx = Q' amb R triangular i
cond (R) =cond (A). En la descomposicié A = LU tenim:

Az =b~ LUz =b~ Uz =L "%

pero cond (U) > cond (A) en general (tot i que MATLAB i OCTAVE
vigilen molt aquest problema).

Aixi, hi ha més propagacié d’errors de b a z usant resolucié LU de
Ax = b que usant QR.

- Que perdem usant QR? Velocitat!

Si tenim el sistema Az = b amb A n X n,

<2 . e 3 .
— resoluci6 per descomposicié LU: %- 4+ O(n?) operacions,

: 2 . 2:n3 2 :
— resolucié QR: #5~ 4+ O(n?) operacions

(operacié = suma + producte).
Per tant, el metode QR tarda el doble que el LU.

En MATLAB i OCTAVE,
[Q,RI=qr(A)
troba les matrius de la descomposicio QR de A. En canvi, quan fem
x=A\b

el metode que s’usa és el LU.

2.4 El metode dels minims quadrats

Recordem:
Sistema

Az =D & b¢ImA
incompatible
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Pot passar que el sistema AZ = b sigui incompatible perque b té un error de
mesura.
A R™,

b

°

Im A

/ (sub. vectorial)
n(b)

(proj. ortogonal)

Que podem fer aleshores?

El 1801 Gauss proposa: canviem el terme independent b pel vector de Im A
més proper a b (la projeccié ortogonal de b en Im A). Aleshores, el sistema,
Az = 7(b) té solucid, i aquesta solucié té la propietat que Uerror ||Az — b||
és minim (per aixo el metode es diu de minims quadrats).

Anomenarem a la solucié de Az = 7(b) la solucié aproximada per minims
quadrats, 1 a error ||Az — b|| el residu. La solucié exacta té residu 0, una
solucioé bona tindra residu petit i una solucié dolenta el tindra gran.

Com resoldre per minim quadrats un sistema incompatible?

Meétode 1 Calcular Im A, la projecci6 ortogonal 7(b) i resoldre: Az = m(b).
Funciona sempre!

Si la matriu A és plantada i té columnes linealment independents, podem
resoldre el sistema de 2 maneres més:

Metode 2 és tipic dels estadistics. Si A té les columnes linealment inde-

pendents, la solucié aproximada per minims quadrats de Az = b és la solucio
ezacta de (A'A)z = (A'D).

Ezemple 2.38 (Calcul d’una recta de regressié amb el metode 2). Els punts
(x,y) = (1,1),(3,2),(4,3),(5,2) estan aprozimadament alineats:

Volem trobar la recta que millor els aproximi en el sentit de minims quadrats
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(la recta de regressio).
La recta té equacié y = mx + ¢, i m, ¢ sén les incognites que hem de trobar.
Per tal que la recta passi pels 4 punts, ha de ser solucié del sistema:

e e
3Im+c=2
312 ~
dm+c=3
43 Sm+c=2
512 o

és un sistema lineal en m, ¢, pero incompatible!
Resolem el sistema per minims quadrats. Matricialment és:

S’ha de resoldre:

Ho calculem:
‘ _ 1 3 4 5
A4 = ( 1 111

s (1345
Ab_<1111

I el sistema és
51 13 m\ (29
13 4 c | 8 7

que té per solucié aproximada

m\ [ 0,3429
¢ )=\ 08857

— = = =
I
/N
— Ot
W =

-
= o
~

N WK~ O W
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Exercici 2. Dibuixeu amb MATLAB els 4 punts i la recta, per veure com
els aproxima.

El residu (error) és

0,2286
4 ( 0,3429 ) | —0.0857
0,8857 —0,7429

0,6

que té norma 0,9856. Aixi, ’aproximacié no és gaire bona, sobretot per culpa
del darrer punt (5,2).

Exercici 3. Deduiu la formula dels estadistics per la recta de regressio.

La recta de regressié dels punts (x1,91), (2,¥2), -, (Tn,Yn) és y = mx + ¢
on m, ¢ sén solucié del sistema

i+ 2 rydag o+, m\ _ [ w;y .t T
1+ 2o+ -+, n Cc Y1+ Y2+ ...+ Yn

El metode 2 té alguns problemes: en canviar AT = b per (A'A)z = A'D,
- Derror absolut de A'b pot ser més gran que el de b;
- el nombre de condicié de A*A és més gran que el de A (veurem que

cond (A*A) =cond (A)?) i, per tant, la propagacié de l'error relatiu de
b a T augmenta.

La solucid és el

Metode 3 El metode 3 usa la descomposicié QR. Si A té columnes li-
nealment independents, li podem fer la descomposicié QR per Householder
(va igual que per A quadrada, és a dir, aturem el procés quan acabem les
columnes de A):

app 0 Qim qi1 - qim n - Tim

Qp1  *+ OGpm dn1 ' Gnm Tm1 ' Tmm

Ara, com que A = QR tenim:

AtAz = A%
R'Q'QRz = R'Q'
—~—
Id
KRR = RQ"

Rz = Q'
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i Q' és el terme independent b reflectit pels reflectors de Householder.
En conseqiiencia, el que hem de fer és el mateix que per un sistema compatible
determinat:

- Descomposar QR la matriu A;
- Reflectir el terme independent pels reflectors;

- Resoldre RZ = Q'b aillant Z cap endarrera.

I el residu? és la part del terme independent b que no usem per aillar Z:

(Q"b)
_ (th)m-i-l
Tm1 ' Tmm Tm .
; ! (Q'D)n
—_——
Qb

L’aplicacio habitual dels minims quadrats és trobar rectes de regressio,
paraboles de regressio. . . Abans hem vist com es troben les rectes de regressio.
Vegem ara com es calcula una parabola de regressio:

Ezemple 2.39. Els punts (z,y) = (1,1),(2,2),(3,2), (4,2,5), (5,1) no estan
gaire alineats:

Enlloc de buscar una recta y = max + ¢ que els aproximi, decidim buscar una
funcié de grau 2: y = ax?® + bz + ¢ (una parabola). Perque la parabola passi
pels punts ha de ser solucié del sistema:

%% a+b+c=1
da+2b+c=2

21 2

3l o ~ 9a+3b+c=2

1l25 16a+4b+c=25

5 i 25a+5b+c=1
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En forma matricial,

1 11 1
4 2 1 a 9
9 3 1 b | = 95
16 4 1 c i
25 5 1

Resolem el sistema per minims quadrats (amb MATLAB, OCTAVE, calcu-
ladora cientifica...) i obtenim

a~ —0,3214, b~ 1,9786, c ~ —0,7

Aixi, la parabola y = —0,321422 + 1,9786x — 0,7 és la que aproxima millor
els punts (dibuixeu-la juntament amb els punts al MATLAB):

De la mateix manera que hem aproximat els punts per una recta (regressié
lineal) per una parabola (regressié quadratica o parabolica), els podem apro-
ximar per una funcié y = p(x), on p(z) és un polinomi de grau 3 (regressié
cibica) o més gran. Sén regressions polinomials. Les regressions polinomials
sempre s’acaben traduint a resoldre per minims quadrats un sistema lineal
(com en els exemples anteriors).

En MATLAB i OCTAVE,

- Si el sistema x = A\b és incompatible, el resolen per minims quadrats (i
no avisen!).

- Descomposicié QR d’una matriu ”plantada” A : [Q,R]=qr(4,0) (0 és
per tal que deixi R quadrada).

- Calcul del polinomi de regressié de grau N que aproxima els punts
donats x = (z1,...,2,), ¥y = (Y1,...,Yn) : p=polyfit(x,y,N) (p és el
polinomi, guardat com a vector).
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2.5 Matrius simetriques i la SVD

Les matrius simetriques sén un cas d’interes notable:

- Aplicacions practiques: sovint el sistema lineal n x n ve de la interaccié
de n elements: G' = (g;;), on g;; és la interaccié entre 'element ¢ i 'ele-
ment j (exemple: problema 12, tema 1). Si la interaccié és simétrica,
G també ho és.

- Aplicacions teoriques:

— El Hessia D?f és simetric (el seu espectre determina el caracter
dels punts critics de f);

— Si A és una matriu qualsevol, S = A'A és simeétrica i déna ||A|[,
cond (A).

Proposicié 2.40. Si S és una matriu simétrica (S = S*), S compleiz les
propietats sequents:

1) <x,Sy>=< Sz,y > Vr,y € R™;
2) Si F C R™ és invariant per S, F+ també ho és;
3) Siu ésun VEP de S de VAP X iv és un VEP de S de VAP p, aleshores

AFpu= ulwv

4) Si X ésun VAP de S, X\ € R.
Tot aixO culmina en:

Teorema 2.41 (Teorema espectral de les matrius simetriques). Si
S és una matriu simétrica, S diagonalitza, amb VAP’s reals i una base de
VEP’s ortonormal.

Demostracio. Demostrem la proposicié. Pensem els vectors en columna (i
<u,v >=u'-v).

1) <z,Sy >=2'Sy = 2'S'y = y'Sx =< y, Sz >;
2) F invariant < S(F) C F. Siy € F+, x € F qualsevol,

<Sy,x>=<y,Sr>=0 = Syec Ft = F' S — invariant
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3) <u,Sv>=<u,pv>=pu<u,v>
< Su,v >= A < wu,v >
Com que < u, Sv >=< Su,v >, tenim que A = o bé < u,v >= 0.

4) Si A és un VAP complex no real de S, u = v + iw és un VEP complex,
U =v—iw és VEP de VAP X # ), aleshores

<u, @ >= [[|* + |Jw|* =0
Per tant, cal que v = w = 0!
0

Exemple 2.42. Escriviu qualsevol matriu simetrica S i diagonalitzeu-la amb

MATLAB (o OCTAVE):
[C,D] =eig(S)
D té tots els VAP’s reals i C' és ortogonal.

Corol-lari 2.43. Si S és simétrica,

- | )\ma:v ‘

0N Amaz €s el VAP amb |\ mazxim i A €s el VAP amb |\ minim.

|S]| = max |\, cond(S)
A VAP de §

Demostracid. S = CDC", amb C ortogonal (és a dir, C no varia les longituds
dels vectors i C* = C~! tampoc). Aix{ ||S|| = ||D]|, cond (S) =cond (D) i a

/\max 0
li calculeu a ma. ]

FExemple 2.44. Problemes 16 i 17 del tema 2.

Com a conseqiiencia,

Teorema 2.45 (Descomposicié en valors singulars (SVD)). Si A és
una matriu real qualsevol de mida m X n, existeir una descomposicio A =
U-D-V*' amb U m x m ortogonal, V n x n ortogonal i

o1 0 --- 0
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amboy > 09> ...20,>01ir=rang A.

o1,...,0. son els valors singulars de A.

Demostracid. Ens la saltem, perd la idea és diagonalitzar S = A’- A simetrica;
o1,...,0,. son larrel quadrada dels VAP’s de S, els VEP’s de S sén les
columnes de V' i A(VEP’s de S) sén les columnes de U. O

Interpretacié de la SVD

Recordem que, si A és una matriu, identificant una matriu amb una aplicacié
lineal, A : R" — R™. Triem com a base de sortida les columnes de V' (s6n
B.0.) i com a base d’arribada les columnes de U (també ho sén). Aleshores,
lesfera unitat ||x|| = 1 del R™ de sortida té imatge:

2 2
y:{(yl""’ym>€Rm|(yf+--.+yr=1},
1 T

que és un et.lipsoide.

o = estirament maxim d'un vector = ||A||
o, = estirament minim = - estirament maxim per A~ = cond (A) = &
T

Pel cas m = n = 2 (problemes 2 i 17 del tema 2), tenim

ASY) = el.lipse

Aplicacions de la SVD

- Calcul de ||A]], cond (A) (vist en la pagina anterior).

- Estudi afinat de la propagacié de 'error al resoldre un sistema lineal
(tema avangat).

- Calcul del e—rang.

Definicié 2.46. Donada una tolerancia (o marge d’error) € > 0, diem que
el e—rang de A és r si A té r valors singulars > ¢ (fent els calculs identificant
amb 0 els nombres < €, A queda de rang 7).
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Per matrius A conegudes amb marge d’error, el e—rang és un concepte més
'realista’ que el rang.
En MATLAB (i OCTAVE), rank(A,e) calcula el e-rang per e > 0 (rank(A)

calcula el e-rang per e ~ 10716).



