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El operador Aimost Mathieu

Consideremos el operador Almost Mathieu:
(Hp .6X)n = Xnt1 + Xn_1 + b COS(27wN + ¢)Xn, nez

en 12(Z), donde
@ b es un parametro,
@ w es una frecuenciay
@ ¢ € T=R/(27Z) es una (fase).
Propiedades
@ Hp 4 : 12(Z) — 12(Z) es acotado.
@ Es autoadjunto.
@ Llamado operador de Schrodinger cuasiperiodico
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Espectro del operador Almost Mathieu

@ Sib =0, el espectro es [-2, 2].
@ El espectro es un subconjunto cerrado de [2 — |b], 2 + |b]].
@ Siw es irracional,

o(b,w) = Spec Hp ., 4

no depende de la fase ¢.

Problema de los 10 Martinis (
Sib # 0y w es irracional, o(b,w) es cantoriano.

Demostraremos lo siguiente:

Teorema (P. 2003)

Sib # 0,£2 y w es diofantico (condicion de medida total), o(b, w) es
un cantoriano.
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Aperitivo: De Almost Mathieu a Mathieu

La ecuacién de valores propios del operador Almost Mathieu es
Xn+1 + Xn—1 + b cos(2rwn + ¢)xn = axy, nez,

llamada la ecuacién de Harper. Esta es una discretizacion de la
ecuacion de Mathieu

x” +(a+bcos(t))x =0

que, a su vez, es la ecuacion de valores propios del operador de
Mathieu ...

(Hg"x) (t) = <—;j:2 — bcos(t)> x(t)

que es un operador esencialmente autoadjunto en L?(R).
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Bandas y Agujeros espectrales

Teoria de Floquet: El espectro de un operador de tipo Hill

2

d
(%) © = (- g - 90 ) x(0),
es la union de bandas espectrales
Spec(Hq) = [a,,af]U[a;,af]u...

no vacios,
8, <ay <a; <aj <a, <...

Su complemento es la unién de agujeros espectrales,

Res(Hq) =R\ Spec(Hq) = (—o0,a5) U (ag,a;) U (af,a;) U...
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¢ Por qué Mathieu es especial?

Ince (1927): Si b # 0 todos los agujeros espectrales estan abiertos.
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¢ Por qué Almost Mathieu es especial?

Si calculamos los agujeros espectrales mas grandes en funcion de b:

25

15

05 r
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No siempre los agujeros estan estan abiertos...

En general, los agujeros espectrales de un operador cuasiperiédico de
Schrédinger,
(HV»W7¢X)n = Xn+1 + Xn—1 + V(27w + ¢)Xn,

no tienen porqué estar abiertos (cf. Broer, P. y Simé 2003). Por
ejemplo, si

V(0) = cos(#) + 0.3 cos(26)
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Electrones bajo un campo magnético

Efecto de Hall clasico: El voltaje de Hall aumenta linealmente con el
campo magnético.
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Efecto de Hall cuantico

Von Kilitzing (1980): En condiciones extremas el voltaje de Hall esta
cuantizado:

300 - n=2
=
E\ 200 - n=3
I
n=4
100 |-
| |
UU 5 10 15
B, T
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El modelo de Peierls

Peierls-Harper (1955) proponen el modelo dado por los operadores
magnéticos en 12(Z?)

(Uy)(n,m) =¥(n —1,m), (Ver)(n,m) =e*"®y(n,m - 1),
para (n,m) € Z?, y el espectro del operador
h(®,c1,¢2) =c1 (U +U") +C2 (Vo + Vy)

como aproximacion del espectro de energia de un electrén en una red
rectangular bajo un campo magnético perpendicular de intensidad .
Seve
Spec (h(®,c¢1,¢2)) = | Spec Hpup
$ET
con
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La Mariposa de Hofstadter se engorda
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El espectro del Laplaciano (desplazado)

Sib =0, el espectro es el intervalo [-2, 2]
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IDS y el Operador Almost Mathieu

Fijamosa, by ¢y sea

1 .
KL bws(d) = m# {valores propios < ade Hp ., 4/(1,.L-1}}

con ciertas condiciones en la frontera. El limite
lim k|_7b7w7¢(a) = kbvw(a),
L—oo

llamado densidad integrada de estados (IDS), existe y cumple
@ es independiente de ¢.
@ es continua y no decreciente como funcién de a (b fijado).
@ aco(b,w) < lalDS crece en a.
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IDS y funciones de Cantor

1 1
08 08
06 06
04 04
02 02
0 0

25 2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3 2 1 0 1 2 3
1 1
08 08
06 06
04 04
02 02
0 0

4 3 2 10 1 2 3 4 5 4 3 -2 41 0 1 2 3 4 5

b=0,05,1,2, w=(/5-1)/2.
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Etiquetaje de los Agujeros Espectrales

Johnson y Moser (1982): Sia € p(b,w) =R\ o(b,w)
k(a,Hy) = {nw}, ({} parte fraccional) n e Z.

N
—

SN
—

N
L

@ Si kb‘,ulj({nw})) =[a_,a;] = (a_,a+) agujero abierto.
@ Si kk;i({nw})) = {at} = {a+} agujero colapsado.
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La Mariposa de Hofstadter Coloreada

Avron y Osadchy (2003) pintan cada agujero con un color
dependiendo de la etiqueta...

J. Puig (Mal-UPC) El Problema de los Diez Martinis MAT.ES, Valéncia 2005 24/ 40



El Problema de los 10 Martinis de nuevo

Recordemos...
Problema de los 10 Martinis ( y , 1981)

Sib # 0y w es irracional, (b, w) es cantoriano.

Supongamos que w es diofantico: existen ¢, > 0 que cumplen

. C
|sin 2nw| > e neZ)\{0}.

Lo escribiremos como w € DC(c, 7). Entonces

Teorema (P. 2003)
Siw es diofanticoy b # 0,42, o(b,w) es cantoriano.
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El problema fuerte de los 10 Martinis

(o el Problema de los 10 Martinis Secos)

De hecho, Kac pidié demostrar que el operador Almost Mathieu “tiene
todos los agujeros abiertos” por lo que Simon propuso

Problema fuerte de los 10 Martinis ( y

Sib # 0y w esirracional, o(b,w) tiene todos los agujeros espectrales
abiertos.

Podemos demostrar una versién perturbativa

Teorema (P. 2003)

Sea w € DC(c, ) diofantico. Entonces existe una constante
C = C(c, 1) tal que o(b,w) tiene todos los agujeros espectrales
abiertos si

O0<|b/<C o0 4/C<|bl<x
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Repartiendo Martinis ...

Bellissard y Simon (1982): TMP si (b, w) es genérico.

Sinal (1987): TMP si w diofantico, |b| # 0 pequefio.

Helffer y Sjostrand (1989): |o(2,w)| = O para ciertos w.

Choi, Elliot y Yui (1990): STMP si w Liouville (medida cero).

Last (1994): |0(2,w)| = 0 para casi todo w.

Avila y Krikorian (2004): |o(2,w)| = 0 para los restantes w.

Avila y Jitomirskaya (2004) TMP para los restantes w y b # 0, +2.
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Localizacion no perturbativa de Jitomirskaya

Sib es grande, Hy , 4 = bDy ,, , Proximo a diagonal

1
b

D = P oos) 4
b

0

Si b = oo, operador diagonal, puramente puntual para cualquier ¢ € T.

Teorema ( (1999))

Sea w diofantico. Siif |b| > 2 el operador Almost Mathieu, H, , ,, tiene
espectro puramente puntual con funciones propias que decrecen
exponencialmente para (Lebesgue) casi todo ¢ (incluyendo ¢ = 0).
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Rehaciendo el argumento de Ince...

@ Sea b > 2 y w diofantico.

@ Jitomirskaya demuestra que, sib > 2, H,  , tiene espectro
puramente puntual con veps que decrecen exponencialmente.

@ ¢ Qué necesitamos de este resultado?

@ Los vaps pr son densos en Tpw Y siac pr existe una
solucion no trivial de

Yni1 + Yn_1 + b cos(2rwn)yn = avn, nez,

que decae exponencialmente con |n|.
@ ¢ Por qué es suficiente?
@ Sea a uno de estos vaps y ¢ = (¢n)nez SU vep (que decrece

exponencialmente). Veamos que a es el extremo de un agujero
espectral no colapsado
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La Dualidad de Aubry: Idea

Supongamos que a € o(b,w) es un valor propio puntual de Hy ,, o cuyo
vector propio, ¥ € 12(Z), decae exponencialmente. Es decir, ay ¢
satisfacen

Yni1 + Yn_1 + bcos(2rwn)yn = ayn, nez,

y, para unas ciertas constantes A, 5 > 0, |¢n| < Aexp(—/g|n|). La
transformada de Fourier de 1,

GO) =) vne™,  0€T,
nez

analitica en |Im 6| < (3, define una onda de Bloch cuasiperiédica

Xn = 9 (27wn + 6) , nez,
para # € T, cumple una ecuacion de Harper!
4 2a
Xn+1 + Xn—1 + b cos(27mwn + 0)Xn = FX"’ nez
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Dualidad de Aubry y IDS

Avron y Simon (1983): dualidad en términos de la IDS

Kpo(3) = Ky . (2:) . sia,beR,b#£0,

U(b,w):ga <3,w>.

por tanto
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Ondas de Bloch para el sistema dual

Si ¢ es la transformada de Fourier de (1)n, por Dualidad de Aubry
Xn = 1 (2rwn + 6), nez
satisface la ecuacion de Harper

Xni1 + Xn_1 + B€0S(2mwn + ¢)Xn = aXp, nez.

@ =(55)

El sistema de primer orden asociado

Xnt1 \ _ [ a—pcos(fn) —1 Xn B
( Yn+1 > B ( 1 0 Yn )’ Ont1 = On + 27w

Aa,ﬂ(an)

con

se llama skew-product cuasiperiédico en R? x T.
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La dinamica entra en juego ...

El skew-product cuasiperiddico es la iteracion del cociclo
cuasiperiodico en SL(2,R) x T

(V,0) €R? x T — (A, 5(0),w)) (V,0) = (As(0)V, 0 + 27w)

es decir,

(a—ﬂcos(27rwn+¢>) —1> (a—ﬁCOSqﬁ —1)
Vn+l: 1 o 1 0 'V07

Dinamica del cociclo < Estructura del espectro.

J. Puig (Mal-UPC) El Problema de los Diez Martinis MAT.ES, Valencia 2005 33/40



Reducibilidad de Cociclos. Teoria de Floquet

Dos cociclos (A,w) y (B,w) son conjugados si existe una conjugacion
Z : T — SL(2,R) continua tal que

A(0)Z(0) = Z(0 + 27w)B(0), 0 eT.
En este caso los skew-products
Unt1 = A(0)Un, Onyr = 0n + 27w Yy Vpy1 = B(0)Vn, Ony1 = On + 27w

estan conjugados por el c.d.v. u = Zv.

Un cociclo (A,w) es reducible a coeficientes constantes si esta
conjugado (B,w) con B constante (matriz de Floquet). Solucion
fundamental sistema reducible: Representacion de Floquet:

Xn($) = Z (27w + ¢)B"Z ()Xo ().
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De ondas de Bloch a la Reducibilidad

Volviendo a nuestro problema, tenemos

<Z§§Z:iz; ) _ ( a—ﬁlcose —(1) > ( @/7(27~rw+9) )7 DeT.

En este caso podemos ver,

Lema (Triangularizacion de Cociclos)

Sea A : T — SL(2,R) analitica real y w diofantico. Si existe v : T — R?
analitica real tal que

V(0 +21w) = A(B)V(0), HeT,

el cociclo (A, w) es reducible a coeficientes constantes con

1 c .
B_(O 1), para cierto c € R.
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Extremos de Agujeros y Matrices de Floquet

En general, dado un operador de Schrédinger cuasiperiddico
(HV,w,¢>X)n = Xp41 + Xpo1 + V(27rwn + qb)Xn, nez,

y su correspondiente cociclo de Schrédinger cuasiperiodico

(o) = (2770 5 w). @

(V real analitico y w diofantico por sencillez), supongamos que para
cierto a, (1) es reducible a (B,w). Entonces:

@ a extremo de agujero no colapsado de Spec (Hy ., 4)
trazaB = £2.

@ El agujero esta colapsadao < B = +I

Por tanto, si
1 c
2 (o 1)

entonces el agujero esté colapsado < ¢ = 0.
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El argumento de Ince

En el caso del AlImost Mathieu ...
Si B = | (c = 0) hay dos ondas de Bloch analiticas e independientes,
soluciones de

Xn+1 + Xn_1 + B COS(27mwn + ¢)Xn = aXn, neZz.
Pasando al dual, la ecuacion de Harper
Xn+1 + Xn_1 + b cos(2rwn)x, = axn, nez.

tiene dos soluciones en 1?(Z) |.i. = Contradiccion con la constancia
del Wronskiano!.

Por tanto B # | (c # 0) = 2a/b es extremo de un agujero espectral no
colapsado de o(4/b,w).

Como estos vaps a son densos en el espectro, los agujeros
espectrales no colapsados son densos en el espectro.
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Hacia el STMP: el Teorema de Eliasson

STMP: “Todos los agujeros espectrales estan abiertos”.

Por Ince...

@ Si a extremo de agujero de o(b,w) con (A, p,w) reducible a
trazaB = +2, el agujero esté abierto.

@ Sitodos los extremos son reducibles = STMP.

Localmente tenemos...

Teorema ( (1992))

Seaw € DC(c, 7). Si |b| < C(c,r)y a esta en el extremo de un
agujero espectral, entonces (A, p,w) es reducible a (B, w) con
trazaB = +2.
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Conclusiones

La combinacion entre técnicas de tipo funcional y dindmico es
muy Util para abordar la teoria de de Schrodinger cuasiperiodicos
1D.

Para demostrar el problema fuerte de los 10 martinis fuerte hace
falta una versién no perturbativa de Eliasson.

El operador AlImost Mathieu es muy especifico, aunque la
estructura de Cantor puede demostrarse genérica.

Desde un punto de vista dinamico, el estudio de los cociclos
cuasiperiodicos proporciona interesantes ejemplos y paradigmas.
Es atil también en problemas de dinamica hamiltoniana.
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