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L'equacio de Harper

Considerem I'equacio en diferencies de Harper
Xnt+1 + Xn_1 + b cos(2rwn + ¢)xn = axn nez

on
@ (Xn)nez €s una successio de R.
@ a(energia), b (acoblament) i w (freqiéncia) sén parametres reals.
@ ¢ (fase) pertany a T = R/(27Z).
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Resolent el problema de valors inicials

Lequacio de Harper la podem escriure en formulacié matricial:

Xnt1 \ [ a—bcos(2rwn+¢) -1 Xn
( Xn >_< 1 0 Xn_1 )’ hez

Aa7b(27rwn+¢)

i, per tant, per qualsevol k > 0,

< Ve > — Aap (27K + ) ... Agp(9) < Xo >

X_1
Ma,b(n7w7¢)

mentre que, per ak < 0,

< X|)<(_|:1 ) = Aap(2rw(k +1) + @) 1. Agp(—21w + ¢) 7t ( Xo >

X_1
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El Problema dels deu Martinis (Primera Versio)

Direm que I'equaci6é de Harper, per a uns certs a, b i w, és inestable si
per qualsevol ¢ € T I'equacio

Xni1 + Xn_1 + bcos(2rwn + ¢)x, = axp nez
no té cap solucié acotada, és a dir X = (Xp)n amb

X [loo = SUP [Xn| < 00
nez

llevat de la trivial : x =0=(...,0,...).

Problema dels 10 Martinis

Sib # 0iw és irracional el conjunt d’energies a per al qual I'equacio
de Harper no és inestable és un conjunt de Cantor.
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El conjunt de Cantor

El conjunt de Cantor més conegut s’obté de manera recurrent . ..

i compleix que
@ Es perfecte: no té punts aillats.
@ Es no-dens enlloc: la seva adheréncia té interior buit.

Definicio

Un subconjunt de la recta real és un conjunt de Cantor si és perfecte i
no-dens enlloc.
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Per qué w ha de ser irracional?

Cas racional més simple w = 0. Aleshores
Aap(2mwn + ¢) = Aap(¢) per qualsevoh € Z
la matriu de transferéncia o matriu fonamental és la poténcia n-ésima

Map(K,w, $) = Aqp (21w(k — 1) + @) ... Aap(d) = Aap(9)

i la integracio és molt senzilla

< x:il ) = Aap(®)" ( Xxfl ) :
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Iteracid de matrius constants

Sigui P una matriu 2 x 2 amb detP = 1. Els seus vaps satisfan
M- trPA4+1=0
i determinen I'existéncia de solucions acotades en I'equacié

Vi1 = Pvp, nezv, e R

@ Si|trP| > 2, els vaps son reals i diferents, amb modul # 1 = no
hi ha solucions acotades no trivials.

@ Si|tr P| < 2, els vaps son complexos conjugats i no reals =
Totes les solucions sén acotades.

@ Si|trP|=2perdoP # +I, P té un vep de vap +1 = hi ha una
soluci6 constant per P o P2,

@ Si P = 4+, totes les solucions s6n constants per P o P2.
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Zones d’'estabilitat peraw =0

Enelcasw =0,
tr Aqp(¢) = a — b cos(g)

per tant, per calcular els valors de a inestables per a un b € R fixat cal
trobar les energies a € R que compleixen

la —bcos(¢)| > 2
per qualsevol ¢ € T. Aixi
Xn+1 + Xn_1 + b cos(¢)xn = axn, nez

és inestable < |a|] > 2 + |b].

J. Puig (Mal-UPC) El Problema dels Deu Martinis FME, 9-3-2005 8/45



Per qué cal demanar que w sigui irracional?

En el cas en qué w = p/q amb p,q € N primers entre ells, aleshores

p P\«
Ma,b (kq7 ¢7 q> = Ma,b (q7 QS? q> = Pg:g((p)kv

(P;’E(QS) és I'aplicacio de Poincaré) i per tant

Xgk+1 | _ pPag \k [ X0
( Xqk = Pan(?) X1 )'
Per estudiar I'estabilitat de I'equacio de Harper periodica:

Xni1 + Xn_1 + b cos (2772

n+¢):axn, nez (1)

n’hi ha prou amb calcular la traca de P;”’g(qﬁ) (polinomi de grau g en a).
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L'equacio de Harper periodica

Proposicio

Sigui P§7’§(¢) la matriu de Poincaré de I'equacié de Harper periddica

Xn+1 + Xn_1 + b cos (27r2n + ¢) = axXp, nez (2)

@ Si|trPL{(¢)| > 2, (2) no té solucions acotades.

@ Si|trPL{(¢)| < 2, totes les solucions de (2) son acotades.

@ Si tr Plyl(¢) = 21 Pap(4) # +1, (2) té una dnica soluci6
periodica (resp. antiperiodica) (Xn)nez de periode g, Xn+q = £Xn
per qualsevol n (llevat de normalitzacio).

@ Si ngg(¢) = +I totes les solucions son periodiques (resp.
antiperiodiques) amb periode q.

v
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Oscil-lacio de la traca

Pot veure’s que 'equacio tr PE’S(QS) = 2 (resp. —2) té exactament q
arrels comptant multiplicitats i que aquesta és com a maxim 2.

-3 -2 -1 [ 1 2 3
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La Papallona de Hofstadter s’engreixa
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El cas trivial

Sib =0, la traca és sempre a, per tant,

1
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Coexistencia a I'equacié de Harper periodica

Usant el teorema de Bezout per a corbes projectives planes ...

Teorema ( (1989))

Sib#0iw=p/q ésracional, i  compleix
@ Siq=4(mod. 4), ¢ & (27/q)Z,
@ Siq=2(mod. 2), ¢ £ (7/9)Z,
aleshores I'equaci6 de Harper periodica

Xn+1 + Xn_1 + bcos (2rwn + ¢) xn = axp (3)

no té solucions periddiques ni antiperiddiques per acap a € R

v

Per a aquests ¢ no hi ha inestabilitat per a energies en un conjunt de g
bandes espectrals disjuntes incloses a [-2 — |b|,2 + |b]].
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Formulacio matricial del problema periodic

Si volem veure per a quins a tenim solucions periodiques de

Xn+1 + Xn_1 + b cos(2rwn + ¢)x, = ax,

cal que veiem quins a’s son valors propis de la matriu H;rp/q 8 de
dimensio q:
b cos(¢) 1 o ... 1
_ 2m
1 b cos (¢ q )
0 1 IR 0
_ 2m(p—1)
1 0 0 1 bcos <¢ D )

i el corresponent vector propi (de R%) sera la solucié periodical
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Formulacio matricial del problema antiperiodic

El problema de trobar solucions antiperiodiques de
Xn+1 + Xn—1 + b cos(2rwn + ¢)xn = axy

també és equivalent a trobar els veps de la matriu H, 0/a,é

b cos(¢) 1 o ... -1
_ 2mp
1 bcos (¢> T ) 1. 0
0 1 0
. . . 27(p—1)
-1 0 0 1 becos (qﬁ - =a )

Es possible una formulacié matricial per a q — oo ?
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De RY a |1?(Z) en una transparéncia

@ RY és un subespai de I'espai de successions RZ.
@ Volem preservar el caracter autoadjunt

+ TR
<Hb,p/q,¢> - Hb,p/q,¢>

@ Considerem I'espai I2(Z) de les successions x = (Xp)nez tals que

1
2
Xl = (z w) <.

nez
@ Lespai H = 1°(Z) és un espai de Hilbert: hi ha un producte
escalar

(U V)iz(zy = ZUnVn; U = (Un)nez,V = (Vn)nez € 1%(Z)
nez

que és ben definit i que fa que (12(Z), || - ||2) sigui complet.
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Loperador Almost Mathieu

Perauns certsbiw i ¢ I'equacio de Harper
Xnt+1 + Xn_1 + b cos(2rwn + ¢)xn = axn nez
és I'equacié de valors propis de I'operador Almost Mathieu:
(Hp .6X)n = Xnt1 + Xn_1 + b COS(27wN + ¢)Xn, nez.

A I'espai 1?(Z) 'operador Almost Mathieu compleix
@ Es ben definit, és a dir

X € 1%(Z) = Hy, ,x € 1%(Z)

@ Es una aplicacié lineal.
@ Es acotat,

[Ho.% ||, < (2 + [b) 1|2
@ Es autoadjunt,

<Hb,w7¢U,V> = <U, Hb,w7¢v>; u,v € IZ(Z)
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Lespectre de I'operador Almost Mathieu

A 12(Z) 'espectre de I'operador Almost Mathieu és el conjunt de A € C
tals que

Hpwe — Al
no té una inversa acotada. Aquest conjunt satisfa:
@ Hp,, , autoadjunt = Spec(Hy , ») C R.
@ |Hpwll <2+ |b] = Spec(Hp ) és un subconjunt tancat de
[-2—[b[, 2+ |b]].
Per tant, I'espectre de I'Almost Mathieu és un subconjunt compacte de

la recta. El seu complementari, la resolvent, és la unié numerable
d’intervals oberts (potser buits) anomenats forats espectrals.

Problema dels 10 Matrtinis (

Sib #£ 0i w és irracional, I'espectre de I'operador Almost Mathieu és
un conjunt de Cantor: els forats espectrals son densos a I'espectre.
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Valors propis puntuals i espectre

Una energia a € R és un valor propi puntual, a € opp(b, w, ¢), si
(Hbw,¢X),, = Xn41 + Xnt1 + b COS (27wn + ¢) Xn = @y, NeZ

per ax = (Xn)nez € 12(Z) no nul. El vaps de opp(b,w, ¢) sempre
pertanyen a I'espectre (perd no al revés).

Johnson (1981) demostra que si w és irracional, a € R pertany a
I'espectre de I'operador Hy, ¢ Si, i només si,

Xni1 + Xni1 + b cos (2rwn + @) Xp = axp
té una solucié acotada no trivial per algun ¢ € T. En particular
o(b,w) = Spec(Hp ., )
no depén de ¢.
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Els forats espectrals de I’Almost Mathieu

Si calculem numericament els forats espectrals més grans en funcio
de b:
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Atencio: I’Almost Mathieu és especial

En general, els forats espectrals d'un operador quasiperiodic de
Schrédinger,

(HV,w,¢X)n = Xn41 + Xn—1 + V(27wn + ¢)Xn,

no tenen per qué estar oberts (cf. Broer, P. i Simo6 2003). Per exemple,
si
V (0) = cos(#) + 0.3 cos(26)
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Electrons sota un camp magnétic

Efecte de Hall classic: El voltatge de Hall augmenta linealment amb el
camp magnetic.
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Lefecte de Hall quantic

Von Klitzing (1980): En condicions extremes el voltatge de Hall esta
quantitzat:

300 |- n=2
=
E.L 200 |- n=3
I
=4
100 |-
| 1
0 5 10 15
B, T
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El model de Peierls

Peierls-Harper (1955) proposen el model donat pels operadors
magnétics a 1%(Z?)

(Uy)(n,m) =¥(n —1,m), (Vey)(n,m)=e*"®y(n,m - 1),
per a (n,m) € Z2, i 'espectre de I'operador
h(®,c1,¢2) = c¢1 (U +U") +c2 (Vo + Vo)

com aproximacio de I'espectre d’energia d'un electré en una xarxa
rectangular sota un camp magnetic perpendicular d’intensitat ¢. Es
veu
Spec (h(®,c1,¢2)) = | Spec Hp w6
$€T
amb b
Cr .
=2 I w=09o.
2 Cy
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Algebres C* de rotacio i el problema dels 10 martinis

El model dels operadors magnétics anteriors permet reformular el
problema dels 10 martinis. Sigui = 12(Z) i considerem dos
operadors unitaris de H en ell mateix que satisfan la relacio

UV = e?mwyvy

per a un cert w € R irracional. Lalgebra generada per U i V
s’anomena algebra C* de rotacio irracional.

Problema dels 10 Martinis

SiU iV son els generadors d’'una algebra C* de rotaci6 irracional a H,
aleshores I'espectre de

h(w,8) =U +U* + B(V + V*)

€s un conjunt de Cantor si 3 # 0.

v
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IDS: una funci6 de distribucio de I'espectre

Fixem a, b i ¢ i sigui

1 .
KL bwo(d) = m# {valors propis < ade Hy, sl (-1} }

amb certes condicions a la frontera. Aleshores el limit
lim K pwg(@) =kpw(a),
L—oo

s’anomena densitat integrada d’estats (IDS). Existeix i compleix que
@ és independent de ¢.
@ és continua i no decreixent com a funcio de a (b fixat).
@ aco(b,w) < lalIDS creix en a.
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Les escales del diable de la IDS

1 1
08 08
06 06
04 04
02 02
0 0

25 -2 45 -1 05 0 05 1 15 2 25 3 2 1 0 1 2 3
1 1
08 08
06 06
04 04
02 02
0 0

4 3 2 10 1 2 3 4 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5

b=0,05,1,2,w=(/5-1)/2.
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Etiquetatge dels Forats Espectrals

Johnson i Moser (1982): Sia € p(b,w) =R\ o(b,w)
k(a,Hy) = {nw}, ({-} partfraccional) n e Z.

N
—

SN
—

N
L

® Sik,s({nw})) = [a_,a] = (a_,a,) forat obert.
@ Si kk;i({nw})) = {a+} = {a} forat col-lapsat.
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La Papallona de Hofstadter en Colors

Avron i Osadchy (2003) pinten cada forat amb un color segons la seva
etiqueta
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El Problema dels 10 Martinis de nou

Recordem..

Problema dels 10 Matrtinis (

Sib # 0iw ésirracional, o(b,w) és un cantoria.

Suposem que w €és diofantic: existeixen ¢, > 0 que compleixen
c

|sin 2nw| > nr

neZ)\{0}.

Ho escriurem com w € DC(c, 7). El conjunt de nombres diofantics té
mesura total. El seu complementari a R, els nombres de Liouville, és
dens a R.

Teorema (P. 2003)

Si w és diofanticib # 0,42, o(b,w) és un cantoria
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El problema fort dels 10 Martinis

(o el Problema dels 10 Martinis Secs)

De fet, Kac va demanar demostrar que I'operador Almost Mathieu “té
tots els forats oberts” per la qual cosa Simon proposa

Problema fort dels 10 Martinis (

Sib # 0iw ésirracional, o(b, w) té tots els forats espectrals oberts.

Podem demaostrar una versié pertorbativa

Teorema (P. 2003)

Sigui w € DC(c, 7) diofantic. Aleshores hi ha una constant C = C(c, 7)
tal que o(b,w) té tots els forats espectrals oberts si

O0<|b|]<C obé 4/C<|bl<x
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Repartint Martinis . . .

Bellissard i Simon (1982): TMP si (b, w) és generic (mesura zero).
Sinal (1987): TMP si w diofantic, |b| # 0 petit.

Helffer i Sjostrand (1989): |0(2,w)| = 0 alguns w (mesura zero)..
Choi, Elliot i Yui (1990): STMP si w Liouville (mesura zero)

Last (1994): |0(2,w)| = 0 per a gairebé tot w.

Avila i Krikorian (2004): |o(2,w)| = O per als restants w.

Avila i Jitomirskaya (2004) TMP per als restants w i b # 0, £2.
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Localizacio no pertorbativa de Jitomirskaya

Sib ésgran, Hy, 4 = bDy , 4 proper a diagonal

1
b

Db wp = b cos(¢) b
b

0

Si b = 0o, operador diagonal, purament puntual per a qualsevol ¢ € T.

Teorema ( (1999))

Sigui w diofantic. Si b > 2 'operador Almost Mathieu, H, , ,, té
espectre purament puntual amb funcions propies que decreixen
exponencialment per a (Lebesgue) gairebé tot ¢ (incloent-hi ¢ = 0).
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Idea de la demostracio del TMP

@ Sigui b > 2 i w diofantic.

@ Jitomirskaya demostra que, sib > 2, H,  , t€ espectre purament
puntual amb veps que decreceixen exponencialment.

@ ¢ Qué necesitamos d’aquest resultat?

® Elsvaps o s6n densos a o, , isia € oy’ , existeix una solucion
no trivial de

Ynt1 + ¢Yno1 +bcos(2rwn)n = an,  neZ,
que decau exponencialment amb |n|.
@ ¢ Per qué n’hi ha prou amb aixd?
@ Sigui a un d’aquests vaps i ¢ = (¢n)nez €l Seu vep (que decreix
exponencialment). Aleshores...

Teorema (P. 2003)

Si w és diofantic i a és un d’aquests vaps, a és I'extrem d’un forat
espectral obert de I'operador Almost Mathieu.
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El problema del 100 Martinis?

| 28 | Comunidad Valenciana |
ABC 01 02 05

Premian al joven
que resolvio el
problema «de los
100 martinis»
después de 40 anos
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Possibles problemes dels 100 martinis

El problema dels 10 martinis apareix naturalment en moltes arees.
Possibles generalitzacions:

@ Sistemes dinamics: genericitat dels sistemes hiperbolics.

@ Teoria espectral: quins altres operadors tenen espectre de Cantor.

@ Algebres d’'operadors: altres tipus de relacions no commutatives.

@ Matematica Fisica: models més acurats de I'efecte de Hall
guantic.

@ Teoria de Nombres: condicions diofantiques optimes. Dimensié
més alta.

@ Geometria Analitica: operadors amb un nombre finit de forats
espectrals oberts.
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