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Resumen

En esta charla discutiremos algunos resultados recientes amidm
cuasiperddica, centandonos en problemas de linealizactalrededor de tra-
yectorias cuasipdrdicas en sistemas dimicos discretos, conservativos y
bidimensionales. En concreto trataremos del rango de validez de determina-
dos resultados perturbativos de linealifacalrededor de curvas invariantes
cuasiperbdicas dependiendo de las propiedadesaditbfas de la frecuencia
de la trayectoria.

1. Estabilidad lineal de trayectorias cuasi-
periodicas

Uno de los problemas &s relevantes en los sistemasadtiicos hamilto-
nianos es el de la estabilidad, de gran relevancia en cuestiones #éricaec
celeste, aceleradores de peutas y sistemas méanicos en general. Cuan-
do el hamiltoniano es integrable las trayectorias son, salvo casos extremos,
estables y se disponen en variedades invariantes, difeomorfas a toros, cuya
dinamica es cuasipdrilica con varias frecuencias linealmente independien-
tes. La persistencia de la maj@de estas trayectorias bajo perturbaciones
generales y suficientemente pefjas y regulares del hamiltoniano, proble-
ma estudiado ya por Poin@rfue demostrada mediante la teoKAM a
partir de los &os 50 del pasado siglo. Cuando uno intenta describir el es-
pacio de fase alrededor de estas trayectorias o determinar cual es el rango
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de validez de estos resultados pertubativos, nos vemos encaminados a estu-
diar la linealizaddn del sistema diimmico alrededor de trayectorias cuasipe-
ribdicas, es decir, sistemas lineales que dependan cuésliparente del
tiempo.

En esta charla tomaremos como punto de partidglizacion esandar
o aplicacibn de Chirikoy que es el siguiente sistemadmico enR x T,

{ Tntl = Tp+ Ynt1 (mod)27m

. , neZ. 1
Yn4+1 = Ynp — KSIN (xn) ( )

Este es un modelo muy usual en el estudio de difeomorfismos que preser-
venarea del toro. El pametrox es un paametro perturbativo, puesto que
parax = 0 el sistema es integrable y todas las trayectorias son cuasipe-
ribdicas y situadas sobre lasrvas invarianteg) = yy. Cuandox > 0 es
suficientemente peqile, una cantidad relativamente grande de estas trayec-
torias cuasipetidicas persiste (aunque el sistema ya no sea integrable) y se
disponen sobre curvas invariantes @ieds. Es decir, tenemasbitas de la
forma

(Tn,yn) = ®(27wn) = (¢1(27wn), p2(27wn)), n € Z,

donded : T — T x R es andtica real yw es la frecuencia de la trayectoria
cuasiperddica (que coincide copy en el caso de& = 0). La linealizacon
alrededor de esta trayectoria viene dada por sus ecuaciones variacionales de
primer orden

o = DFn = (1S5 e @

que dependen cuasipadicamente de. Si escribimosA(f) = DF(®(0)),
entonces podemos ver (2) como un elemento de la siguiente familia de
“skew-products”o sistemas triangularesuasiperbdicos

Unt1 = A(On)vn, Opy1 = 0, + 270

que es un sistema dimico lineal en el espac®’ x T. Dado su cacter li-
neal, podemos estudiar la dimica globalmente mediante el siguiente “skew-
product”

Xpg1 = A(Gn)Xn, 9n+1 =0, + 27w (3)

definido erSL(2, R) x T puesto que todas las matricé§)) tienen determi-
nante uno (al sef’ conservativa). Nos interegaclasificar diamicamente
estos sistemas. Para ello es conveniente introduco@tlo cuasipebdico
correspondiente al “skew-product” (3),

(A,w): SL(Z,R)xT — SL(2,R)xT
(X,0) — (A(0)X,0+27w),
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las iteraciones del cual generan (3),

(Xn’ 971) = (Avw)n (XOa 90) .

a—V(0 -1
W1 = < 1( n) 0 ) Wpny,  Opy1 = 0, + 27w 4)
paraV/ (0) = kcos(p1(0)) y a = 0. El correspondiente cociclo, que denota-
remos por( A, v,w) lo llamaremosociclo cuasipedico de Schidinger

La razdn del nombre viene de que, de hecho, es equivalente a la siguiente
ecuacbn en diferencias lineales de segundo orden

Tpil + Tn-1+V 2rwn+6)x, =a, nez

que es la ecuasi de valores propios de la familia dperadores cuasipe-
riddicos de Sclirdinger(discretos y unidimensionales en este caso)

(Hy 0% )n = Tpy1 + Tpo1 + V(21wn + 0)x,, n € 7.

Estos operadores, que BiiZ) estanacotados/ sonautoadjuntosaparecen
en diversos campos de la matatina fisica.

2. Clasificacbn de la dinamica: conjugacbn
y reducibilidad

Vamos ahora a introducir una néaide conjugacin de cociclos que pre-
serve su diamica. Diremos que dos cociclg, w) y (B,w) enSL(2,R) x
T estanconjugadossi existe unaonjugacon Z : T — SL(2,R) que cum-
pla la relacbn
(A,w)o(Z,0)=(Z,0) 0 (B,w)

0, equivalentemente, qué&(6)Z(0) = Z(0 + 2rw)B(0) para cualquier
6 € T. Las clases de conjug@ci dependen de la clase de regularidad de
la aplicacon Z, pero en cualquier caso supondremos siempreégte es
continua. En caso de conjugani los correspondientes “skew-products”

Unt1 =  A(Op)up Unt1 = B(On)v,
Opt1 = 6,4+ 27w Opt1 = 0Op+ 271w

estin tambén conjugados mediante el cambio de variables Zv.

Mediante la nodn de conjugaén tambén podemos extender al caso
cuasiperddico lateoria de Floquetpara sistemas lineales pedicos. Dire-
mos que un cocicleA, w) esreducible a coeficientes constanggs conju-
gado a un cocicldB, w) concoeficientes constantess decir, en que laa-
triz de FloquetB no dependa dé. Como en el caso de sistemas pditos,
también adimitiremos conjugaciones Bri(47Z) en vez dél = R/(27Z).
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La conjugaddn Z y la matriz de FloqueB permiten escribir cualquier
matriz fundamental de un “skew-product” cuasipéico reducible median-
te surepresenta@n de Floquet

Xn(9) = Z(2mnw + ¢)B"Z($) ™ Xo(9).

En particular, podemos clasificar los sistemas cuagigeos lineales redu-
cibles erSL(2,R) x T sedin la traza de su matriz de Floquet sea, é@uuto,
mayor, menor o igual a.

3. Reducibilidad y propiedades espectrales

La matriz de Floquet (mejor dicho, su espectro) determina cuando las
soluciones un“skew-product” son estables o inestables. El problema es que
el sistema tiene que ser reducible, cosa que no sucede en general. Sin em-
bargo podemos recuperar parcialmte el crecimento exponenciaka ttal/
exponente de Lyapunov promediado

B(a,V,w) = lim 1/ | Ao v (2n(N — Dw +6)--- Ay v (0)| d6
N—oo N T

que existe, por ergodicidad y subaditividady & R, V' es continua w irra-
cional. Diremos que un cocicl®, v, w) eshiperbblico si 3(a, V,w) > 0.

Si, adenas, el cociclo es conjugado a un cociclo diagonal e hiexd, aun-

gue no necesariamente constante, entonces diremos guéf@semente
hiperbblico. En caso contrario, que @® uniformemente hipeético.

Para distinguir entre hiperbolicidad uniforme y no uniforme podemos
usar la formula@n espectral. En efecto, Johnson [Joh82] derdpsin un
caso mucho @s general, que &i es continua  irracional entonces la hi-
perbolicidad uniforme de un cociclo de Setinger(A, v, w) es equivalen-
te a quez no esé en el espectro del operadfi;,, ¢ (que es independiente
ded y denotamos pows(V,w)). Si adendsV es andlica real yw suficien-
temente lejano a irracional @a precisamente diafitico, como introducire-
mos nas adelante), entonces lo anterior es equivalente g4pe,w) sea
reducible a coeficientes constantes con matriz de Floquet bipEb

Asi pues, podemos clasificar la dimica de un cociclo cuasipédi-
co de Schidinger, supongamos que ditiab y con frecuencia didintica,

“a grosso modo”. SP(a,V,w) = 0 el cociclo no es hipedico: en caso

gue sea reducible a coeficientes constantes la matriz de Floquenuiser
pertblica (y a necesariamente estéaen el espectro). $i(a,V,w) > 0 el
cociclo sea uniformemente hipedbico sia est en la resolvente (en cuyo
caso hali reducibilidad a coeficientes constantes) o no uniformemente si
esh en el espectro (en cuyo caso el cociclo no es reducible). Por ejemplo, en
el caso del operaddAlmost Mathieu” conV () = bcos 6 se dan los tres
casos posibles, tal y como se indica en la Figura 1.

4



Figura 1:Diferentes comportamientos dimicos en el caso del cociclo “Almost Mat-
hieu”, dado poi/ (f) = bcos @ en el espacio de pametros(a, b) conw = (v/5 — 1)/2.
En verde,3(a, V,w) = 0 (a en el espectro), en azul cociclo uniformemente hipkcb
(6(a,V,w) > 0y a en laresolvente) y en rojo el cociclo no uniformemente hipkcb
(B(a,V,w) > 0y aen el espectro)

A partir de ahora nos vamos a centrar en potencidlaesaiticos reales,
es decir, fijaremos up > 0y consideraremos el espacitj(T) de funciones
enT con extendin anaitica a la banddm 6| < p con la norma

V], := sup [V(0)| < 0.
[Im 0| <p

Supondremos tamin quew esdiofantico,w € DC(c, ), para ciertas cons-
tantesc > 0y 7 > 1, a saber que las siguientes desigualdades se cumplen
para cualquiek € Z no nulo,

C

|sin 2mkw| > i

Bajo estas dos hddesis, el enfoqu&AM clasico (como se encuentra en
Dinaburg & Sinai [DS75] o Jorba & Sin[JS96]) proporciona uayx =
ex(p,c,7) > 0 de manera que $V|, < ex entonces el cocicloA, v, w)
es andticamente reducible a coeficientes constantes (de ahora en adelante
simplemente reducible) para un conjunto de valores de medida grande
(a medida qu¢V’|, — 0, dependiendo dey 7).

Una de las desventajas deétndokAM clasico, basado en transforma-
ciones cercanas a la identidad, es que no permite obtener reducibildad en la
resolvente, aunque ya sabemos quiedaihe haber reducibilidad (por otros
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métodos nas geordtricos). Moser & Bschel [MP84] idearon un @todo

para tratar estos casos “resonantes”. Eliasson [Eli92], usando egidon
consigud demostrar que $V|, < eg, dondesg = cg(c, 7, p) > 0, enton-

ces el cociclo es reducible para casi todos (en sentido Lebesgue) los valores
dea. Este es un resultado “semi-perturbativo”, puestogueepende de

y 7, pero, independientemente de estas constantes, el conjuntocdedes

los que tenemos reducibildad es de medida totd eBl resultado es tam-

bién \alido para potenciale enT? y da una caracterizamn del conjunto

de valores de “reducibles”.

Sorprendentemente, para potenciale¥ ees posible dar una veési no
perturbativa de este resultado de Eliasson. El primer paso en este sentido
lo dieron Bourgain & Jitomirskaya [BJ02] que demostraron que existe un
en(p) > 0 para el cual el exponente de Lyapunov es cero en el espectro si
|V], < en Y w es irracional. Analizando la demostraej podemos demos-
trar el siguiente resultado no perturbativé#ége Avila & Krikorian [AKO3]
para una versin un poco ras restrictiva):

Teorema 1 (PuiO5]) Seap > 0. Entonces existe uny(p) > 0 tal que

1. Si|V|, < en, el cociclo(A,,,w) es reducible para casi todos los
valores deu.

2. Paraun elemento génico de{V € C3(T); |V|, < en}, con la topo-
logia| - |,, el espectrar(V, w) es un conjunto de Cantor.

3. Si|V], < enyo(V,w)esun conjunto de Cantor, el cocidld, ,w)
no es (continuamente) reducible a coeficientes constantes:aran
conjuntoGy-residual des (V, w).

Este resultado, combinando adecuadamente (i), (ii) y (iii), nos da una
descripobn cualitativa de la reducibilidad para “skew-products” de 8dhmr-
ger cuasipefidicos con potenciales aiiidos reales efl’|, < ey Yy fre-
cuencia dio&ntica. La reducibilidad es un femeno “abundante” en medida
para losa, aunque no topégicamente, puesto que siempre que el espectro
sea en conjunto de Cantor (cosa “habitual” en este contexto, como afirma
(ii)) no hab#a reducibilidad para un conjunto gaico dea’s en el espectro.
A parte de estos resultados geigos, tamkén es posible demostrar espectro
de Cantor en algunos ejemplos concretos, como por ejemplo en el operador
“Almost Mathieu” [Pui04].
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