
Resultados no perturbativos en dinámica
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Resumen

En esta charla discutiremos algunos resultados recientes en dinámica
cuasiperíodica, centŕandonos en problemas de linealización alrededor de tra-
yectorias cuasiperiódicas en sistemas dinámicos discretos, conservativos y
bidimensionales. En concreto trataremos del rango de validez de determina-
dos resultados perturbativos de linealización alrededor de curvas invariantes
cuasiperíodicas dependiendo de las propiedades diofánticas de la frecuencia
de la trayectoria.

1. Estabilidad lineal de trayectorias cuasi-
periódicas

Uno de los problemas ḿas relevantes en los sistemas dinámicos hamilto-
nianos es el de la estabilidad, de gran relevancia en cuestiones de mecánica
celeste, aceleradores de partı́culas y sistemas mecánicos en general. Cuan-
do el hamiltoniano es integrable las trayectorias son, salvo casos extremos,
estables y se disponen en variedades invariantes, difeomorfas a toros, cuya
dinámica es cuasiperiódica con varias frecuencias linealmente independien-
tes. La persistencia de la mayorı́a de estas trayectorias bajo perturbaciones
generales y suficientemente pequeñas y regulares del hamiltoniano, proble-
ma estudiado ya por Poincaré, fue demostrada mediante la teorı́a KAM a
partir de los ãnos 50 del pasado siglo. Cuando uno intenta describir el es-
pacio de fase alrededor de estas trayectorias o determinar cual es el rango
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de validez de estos resultados pertubativos, nos vemos encaminados a estu-
diar la linealizacíon del sistema dińamico alrededor de trayectorias cuasipe-
riódicas, es decir, sistemas lineales que dependan cuasiperiódicamente del
tiempo.

En esta charla tomaremos como punto de partida laaplicación est́andar
o aplicación de Chirikov, que es el siguiente sistema dinámico enR× T,{

xn+1 = xn + yn+1 (mod)2π
yn+1 = yn − κ sin (xn)

, n ∈ Z. (1)

Este es un modelo muy usual en el estudio de difeomorfismos que preser-
ven área del toro. El parámetroκ es un paŕametro perturbativo, puesto que
paraκ = 0 el sistema es integrable y todas las trayectorias son cuasipe-
riódicas y situadas sobre lascurvas invariantesy = y0. Cuandoκ > 0 es
suficientemente pequeño, una cantidad relativamente grande de estas trayec-
torias cuasiperiódicas persiste (aunque el sistema ya no sea integrable) y se
disponen sobre curvas invariantes analı́ticas. Es decir, tenemosórbitas de la
forma

(xn, yn) = Φ(2πωn) = (ϕ1(2πωn), ϕ2(2πωn)) , n ∈ Z,

dondeΦ : T → T×R es anaĺıtica real yω es la frecuencia de la trayectoria
cuasiperíodica (que coincide cony0 en el caso deκ = 0). La linealizacíon
alrededor de esta trayectoria viene dada por sus ecuaciones variacionales de
primer orden

vn+1 = DF (xn)vn =
(

1− κ cos (xn) 1
−κ cos (xn) 1

)
vn (2)

que dependen cuasiperiódicamente den. Si escribimosA(θ) = DF (Φ(θ)),
entonces podemos ver (2) como un elemento de la siguiente familia de
“skew-products”o sistemas triangularescuasiperíodicos

vn+1 = A(θn)vn, θn+1 = θn + 2πω

que es un sistema dinámico lineal en el espacioR2×T. Dado su caŕacter li-
neal, podemos estudiar la dinámica globalmente mediante el siguiente “skew-
product”

Xn+1 = A(θn)Xn, θn+1 = θn + 2πω (3)

definido enSL(2, R)×T puesto que todas las matricesA(θ) tienen determi-
nante uno (al serF conservativa). Nos interesará clasificar dińamicamente
estos sistemas. Para ello es conveniente introducir elcociclo cuasiperíodico
correspondiente al “skew-product” (3),

(A,ω) : SL(2, R)× T −→ SL(2, R)× T
(X, θ) 7→ (A(θ)X, θ + 2πω) ,
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las iteraciones del cual generan (3),

(Xn, θn) = (A,ω)n (X0, θ0) .

wn+1 =
(

a− V (θn) −1
1 0

)
wn, θn+1 = θn + 2πω (4)

paraV (θ) = κ cos(ϕ1(θ)) y a = 0. El correspondiente cociclo, que denota-
remos por(Aa,V , ω) lo llamaremoscociclo cuasiperíodico de Schr̈odinger.
La raźon del nombre viene de que, de hecho, es equivalente a la siguiente
ecuacíon en diferencias lineales de segundo orden

xn+1 + xn−1 + V (2πωn + θ) xn = a, n ∈ Z

que es la ecuación de valores propios de la familia deoperadores cuasipe-
ri ódicos de Schr̈odinger(discretos y unidimensionales en este caso)

(HV,ω,θx)n = xn+1 + xn−1 + V (2πωn + θ)xn, n ∈ Z.

Estos operadores, que enl2(Z) estanacotadosy sonautoadjuntos, aparecen
en diversos campos de la matemática f́ısica.

2. Clasificacíon de la dinámica: conjugacíon
y reducibilidad

Vamos ahora a introducir una noción de conjugación de cociclos que pre-
serve su dińamica. Diremos que dos cociclos(A,ω) y (B,ω) enSL(2, R)×
T estanconjugadossi existe unaconjugacíon Z : T → SL(2, R) que cum-
pla la relacíon

(A,ω) ◦ (Z, 0) = (Z, 0) ◦ (B,ω)

o, equivalentemente, queA(θ)Z(θ) = Z(θ + 2πω)B(θ) para cualquier
θ ∈ T. Las clases de conjugación dependen de la clase de regularidad de
la aplicacíon Z, pero en cualquier caso supondremos siempre queésta es
continua. En caso de conjugación, los correspondientes “skew-products”{

un+1 = A(θn)un

θn+1 = θn + 2πω
y

{
vn+1 = B(θn)vn

θn+1 = θn + 2πω

est́an tambíen conjugados mediante el cambio de variablesu = Zv.
Mediante la nocíon de conjugación tambíen podemos extender al caso

cuasiperíodico lateoŕıa de Floquetpara sistemas lineales periódicos. Dire-
mos que un cociclo(A,ω) esreducible a coeficientes constantessi es conju-
gado a un cociclo(B,ω) concoeficientes constantes, es decir, en que lama-
triz de FloquetB no dependa deθ. Como en el caso de sistemas periódicos,
tambíen adimitiremos conjugaciones enR/(4πZ) en vez deT = R/(2πZ).
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La conjugacíon Z y la matriz de FloquetB permiten escribir cualquier
matriz fundamental de un “skew-product” cuasiperiódico reducible median-
te surepresentacíon de Floquet

Xn(φ) = Z(2πnω + φ)BnZ(φ)−1X0(φ).

En particular, podemos clasificar los sistemas cuasiperiódicos lineales redu-
cibles enSL(2, R)×T seǵun la traza de su matriz de Floquet sea, en módulo,
mayor, menor o igual a2.

3. Reducibilidad y propiedades espectrales

La matriz de Floquet (mejor dicho, su espectro) determina cuando las
soluciones un“skew-product” son estables o inestables. El problema es que
el sistema tiene que ser reducible, cosa que no sucede en general. Sin em-
bargo podemos recuperar parcialmte el crecimento exponencial a través del
exponente de Lyapunov promediado

β(a, V, ω) = ĺım
N→∞

1
N

∫
T
‖Aa,V (2π(N − 1)ω + θ) · · ·Aa,V (θ)‖ dθ

que existe, por ergodicidad y subaditividad, sia ∈ R, V es continua yω irra-
cional. Diremos que un cociclo(Aa,V , ω) eshiperb́olico si β(a, V, ω) > 0.
Si, adeḿas, el cociclo es conjugado a un cociclo diagonal e hiperbólico, aun-
que no necesariamente constante, entonces diremos que esuniformemente
hiperb́olico. En caso contrario, que esno uniformemente hiperbólico.

Para distinguir entre hiperbolicidad uniforme y no uniforme podemos
usar la formulacíon espectral. En efecto, Johnson [Joh82] demostró, en un
caso mucho ḿas general, que siV es continua yω irracional entonces la hi-
perbolicidad uniforme de un cociclo de Schrödinger(Aa,V , ω) es equivalen-
te a quea no est́e en el espectro del operadorHV,ω,θ (que es independiente
deθ y denotamos porσ(V, ω)). Si adeḿasV es anaĺıtica real yω suficien-
temente lejano a irracional (ḿas precisamente diofántico, como introducire-
mos ḿas adelante), entonces lo anterior es equivalente a que(Aa,V , ω) sea
reducible a coeficientes constantes con matriz de Floquet hiperbólica.

Aśı pues, podemos clasificar la dinámica de un cociclo cuasiperiódi-
co de Schr̈odinger, supongamos que analı́tico y con frecuencia diofántica,
“a grosso modo”. Siβ(a, V, ω) = 0 el cociclo no es hiperb́olico: en caso
que sea reducible a coeficientes constantes la matriz de Floquet no será hi-
perb́olica (y a necesariamente estará en el espectro). Siβ(a, V, ω) > 0 el
cociclo seŕa uniformemente hiperbólico si a est́a en la resolvente (en cuyo
caso habŕa reducibilidad a coeficientes constantes) o no uniformemente sia
est́a en el espectro (en cuyo caso el cociclo no es reducible). Por ejemplo, en
el caso del operador“Almost Mathieu” conV (θ) = b cos θ se dan los tres
casos posibles, tal y como se indica en la Figura 1.
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Figura 1:Diferentes comportamientos dinámicos en el caso del cociclo “Almost Mat-
hieu”, dado porV (θ) = b cos θ en el espacio de parámetros(a, b) conω = (

√
5 − 1)/2.

En verde,β(a, V, ω) = 0 (a en el espectro), en azul cociclo uniformemente hiperbólico
(β(a, V, ω) > 0 y a en la resolvente) y en rojo el cociclo no uniformemente hiperbólico
(β(a, V, ω) > 0 y a en el espectro)

A partir de ahora nos vamos a centrar en potencialesV anaĺıticos reales,
es decir, fijaremos unρ > 0 y consideraremos el espacioCa

ρ (T) de funciones
enT con extensíon anaĺıtica a la banda|Im θ| < ρ con la norma

|V |ρ := sup
|Im θ|<ρ

|V (θ)| < ∞.

Supondremos también queω esdiofántico, ω ∈ DC(c, τ), para ciertas cons-
tantesc > 0 y τ > 1, a saber que las siguientes desigualdades se cumplen
para cualquierk ∈ Z no nulo,

|sin 2πkω| > c

|k|τ
.

Bajo estas dos hiṕotesis, el enfoqueKAM clásico (como se encuentra en
Dinaburg & Sinai [DS75] o Jorba & Siḿo [JS96]) proporciona unεK =
εK(ρ, c, τ) > 0 de manera que si|V |ρ < εK entonces el cociclo(Aa,V , ω)
es anaĺıticamente reducible a coeficientes constantes (de ahora en adelante
simplemente reducible) para un conjunto de valores dea de medida grande
(a medida que|V |ρ → 0, dependiendo dec y τ ).

Una de las desventajas del métodoKAM clásico, basado en transforma-
ciones cercanas a la identidad, es que no permite obtener reducibildad en la
resolvente, aunque ya sabemos que ahı́ debe haber reducibilidad (por otros
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métodos ḿas geoḿetricos). Moser & P̈oschel [MP84] idearon un ḿetodo
para tratar estos casos “resonantes”. Eliasson [Eli92], usando este método,
consiguío demostrar que si|V |ρ < εE , dondeεE = εE(c, τ, ρ) > 0, enton-
ces el cociclo es reducible para casi todos (en sentido Lebesgue) los valores
dea. Este es un resultado “semi-perturbativo”, puesto queεK depende dec
y τ , pero, independientemente de estas constantes, el conjunto de losa para
los que tenemos reducibildad es de medida total enR. El resultado es tam-
bién v́alido para potencialesV enTd y da una caracterización del conjunto
de valores dea “reducibles”.

Sorprendentemente, para potenciales enT, es posible dar una versión no
perturbativa de este resultado de Eliasson. El primer paso en este sentido
lo dieron Bourgain & Jitomirskaya [BJ02] que demostraron que existe un
εN (ρ) > 0 para el cual el exponente de Lyapunov es cero en el espectro si
|V |ρ < εN y ω es irracional. Analizando la demostración, podemos demos-
trar el siguiente resultado no perturbativo (véase Avila & Krikorian [AK03]
para una versión un poco ḿas restrictiva):

Teorema 1 ([Pui05]) Seaρ > 0. Entonces existe unεN (ρ) > 0 tal que

1. Si |V |ρ < εN , el cociclo(Aa,V , ω) es reducible para casi todos los
valores dea.

2. Para un elemento genérico de{V ∈ Ca
ρ (T); |V |ρ < εN}, con la topo-

loǵıa | · |ρ, el espectroσ(V, ω) es un conjunto de Cantor.

3. Si|V |ρ < εN y σ(V, ω) es un conjunto de Cantor, el cociclo(Aa,V , ω)
no es (continuamente) reducible a coeficientes constantes paraa en un
conjuntoGδ-residual deσ(V, ω).

Este resultado, combinando adecuadamente (i), (ii) y (iii), nos da una
descripcíon cualitativa de la reducibilidad para “skew-products” de Schrödin-
ger cuasiperíodicos con potenciales analı́ticos reales en|V |ρ < εN y fre-
cuencia diof́antica. La reducibilidad es un fenómeno “abundante” en medida
para losa, aunque no topológicamente, puesto que siempre que el espectro
sea en conjunto de Cantor (cosa “habitual” en este contexto, como afirma
(ii)) no habŕa reducibilidad para un conjunto genérico dea’s en el espectro.
A parte de estos resultados genéricos, tambíen es posible demostrar espectro
de Cantor en algunos ejemplos concretos, como por ejemplo en el operador
“Almost Mathieu” [Pui04].
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