AMPLIACIO DE GEOMETRIA. FME 2009-2010

EXERCICI D’AVALUACIO CONTINUADA 3

Tema: Les formules de Pliicker
Entrega prevista per al 19 d’abril de 2010

Bibliografia proposada:

W. Fulton, Algebraic Curves, Cap. V.3.
R.J. Walker, Algebraic Curves.

Requisits minims:
L’ objectiu és provar les férmules de Pliicker per a una corba F' irreductible sobre C de
grau d > 2.

Definicions.

e Direm que p € F' és un punt d’inflexid ordinari si i només si i,(F, T,F) = 3.

e Direm que p € F' és un node ordinari si i només si m(p, F) = 2, CT,F = L; U Ly
amb L1 7é LQ i ip<F7 Lz) = 3.

e Direm que p € F' és una cuspide ordindria si i només si m(p, F') =2, CT,F = 2L i
ip(F, L) = 3.

e Direm que p € F' és un punt de bitangencia ordinari si existeix un unic punt de F
q # p tal que T,F = T, F 1 i,(T,F,F) = i,(T,F,F) = 2. En aquest cas la recta
T,F =T,F es diu una bitangent ordinaria.

e Sip e F diem conica osculadora a F en p a la cénica

t

x f:(:a:(p) fyac (p) fz:c (p) x 3 a2f
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e Definim la corba Hessiana de F per

)
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e Sig=(a:b:c)€Pdiem corba polar de F respecte q a la corba

~of af of B
O F E)x(x,y,z) a—i—ay(x,y,z) b—i—az(x,y,z) c=0.

1



Punts d’inflexid.

(1) Proveu que p € C(p).
(2) Si p € F és un punt no singular proveu que p és d’'inflexié si i només si C(p) =

L U Ly. En aquest cas proveu que L; o Ly és T,,F.
(3) Proveu que H(F') N F = {singularitats de F'} U {inflexions de F'}.
(4) Proveu que:

(a) Sip és una inflexié ordinaria i,(F, H(F')) = 1.

(b) Si p és un node ordinari i,(F, H(F)) = 6.

(c) Sip és una cuspide ordinaria i,(F, H(F')) = 8.

Indicacié: Proveu previament, per Euler, que si z # 0:

d—1

H = =

[(d : f (fac;tfyy - (fmy)g) + (d - 1) (2facfyfmy - (fx)z fyy - (fy)z f:vac))}

i feu el calcul perap=(0:0:1).

La corba polar.

(1) Proveu que 0,F N F = {singularitats de F'} U{p € F|q € T,F}.
(2) Proveu que 0,F N F és finit.
(3) Proveu que

(a) Sip e F ésllisino és d'inflexid, i, (F, 0,F) = 1.

(b) Sip € F és un node ordinari i ¢ ¢ CT,F, i,(F,0,F) = 2.

(c) Sip € F és una cuspide ordinaria i ¢ ¢ CT,F, i,(F,0,F) = 3.

La corba dual. A partir d’ara suposem que F' és una corba irreductible.
Considereu I'aplicacié que envia cada punt no singular de la corba a la seva recta tangent:

@ : F —Sing(F) — (IP’(QC)V ~ P2
(@:b:c) — (fsla,bc): fyla,b,c): f.(a,b,c))

Diem corba dual de F a la corba FY = ¢ (F — Sing(F')) (adheréncia en la topologia or-
dinaria de P%).

La corba dual és sempre una corba projectiva irreductible (per exemple, perque si C' =
C1UCy, CV =CYUCY, icom veiem a4 (FY)Y =F).

(1) Mostreu les segiients descripcions alternatives de la corba dual:

(a) Si f(z,y) = 0 és una equacié afi de F' aleshores ¢ aplica un punt (x,y) de la
xf:cj:z/fy’ l"facici/fy
(b) Si localment al voltant d’un punt p € F' tenim una parametritzacié de F del

tipus ¢t — (¢, g(t)) aleshores al voltant de ¢(p) la corba dual és

(2is)
t +— ) .
tgr—9 tgi—g

corba sobre

). Qué succeeix si z f, + yf, es zero?




(c) Si localment al voltant d’un punt p € F tenim una parametritzacié de F
t — (z(t),y(t)) aleshores al voltant de p(p) la corba dual és

b ( y'(t) z'(t) )
y()a'(t) —x @)y (t) x(t)y'(t) — y()a'(t) )
(2) (a) Trobeu la corba dual de F : 2% — yz = 0.
(b) Trobeu la corba dual de la corba aff y = 2% + 1 i comproveu que ¢ porta el
punt d’inflexié a una cispide (Indicacié: Useu (b) a I'apartat anterior). De fet
¢ estableix una bijeccié entre els punts d’inflexié de F' i les cuspides de F' .
(3) Es té que (FV)" = F. Proveu-ho localment en un punt p € F que sigui llis i tal
que o(p) € FVY sigui llis (Indicacié: Useu el teorema de la funcié implicita per
parametrizar ' com a l'apartat 2.(b)).
(4) Justifiqueu intuitivament que l'aplicacié ¢ porta punts de bitangencia de F' sobre
nodes de FV. Aixi node i bitangent sén conceptes duals.

Les féormules de Pliicker. Sigui F' una corba que tingui com a possibles punts singulars
només nodes ordinaris i cispides ordinaries i tal que les seves inflexions i bitangents siguin
ordinaries. Sigui

q ¢ F U {cons tangents en punts singulars per F'}
U {tangents en punts d'inflexié} U {bitangents}.

Definim

¢ = nombre d’inflexions de F.

0 = nombre de nodes de F'.

k = nombre de cuspides de F.

b = nombre de bitangents de F'.

m = nombre de tangents a F' per ¢ (la classe de F).

Quina relacié hi ha entre m 1 FV?.

(1) Proveu les quatre férmules de Pliicker:
(a) ¢+ 66 + 8k = 3d(d — 2).
(b) m+26+ 3k =d(d —1).
(¢) K+ 6b+ 8 =3m(m — 2).
(d) d+2b+3c=m(m —1).
Observeu que (c) i (d) es dedueixen de (a) i (b) respectivament.
(2) Enuncieu teoremes sobre ciibiques i quartiques planes ordinaries. Per exemple: Una
cibica/quartica llisa té ... bitangents i . .. inflexions.



